
েমাৰ েশহতীয়া এখন গেৱষণা-পতৰ্

ড◦ িনলুফাৰ মানা েবগম

সহকাৰী অধয্ািপকা, গিণত িবভাগ, েদৱৰাজ ৰয় মহািবদয্ালয়, েগালাঘাট, অসম

েমাৰ েশহতীয়া গেৱষণা-পতৰ্ এখিন ৈহেছ “Proofs of some conjectures of Chan on Appell–Lerch sums”. এই
গেৱষণা-পতৰ্খন ২০১৯ চনৰ ১৭ জানুৱাৰীত “The Ramanujan Journal”ৰ ৫১ তম সংখয্াত পৰ্কাশ পাইিছল। গিণতৰ িবিভন্ন
েক্ষতৰ্ত শৰ্ীিনৱাস ৰামানুজেন িয অিভনৱ অৱদান আগবঢ়াইিছল েসইসমূেহ আিজও গিণতজ্ঞসকলক েসই েক্ষতৰ্সমূহত কাম কিৰবৈল
অনুপৰ্ািণত কেৰ। The Ramanujan Journalত ৰামানুজনৰ দব্াৰা পৰ্ভািৱত গিণতৰ সকেলা েক্ষতৰ্েৰ সেবর্াচ্চ মানৰ গেৱষণা-পতৰ্
পৰ্কাশ কৰা হয়। েমাৰ এই গেৱষণা-পতৰ্খন ৈহেছ েতজপুৰ িবশব্িবদয্ালয়ৰ গিণত-িবজ্ঞান িবভাগৰ অধয্াপক আৰু েমাৰ ডক্টেৰট
িডগৰ্ীৰ ততব্াৱধায়ক পৰ্েফছৰ নয়নদীপ েডকা বৰুৱােদৱৰ ৈসেত এক যুটীয়া কাম। আিম কৰা কামিখিনৰ এক চমু অৱেলাকন ইয়াত
আগবঢ়াইেছাঁ:

“q-series”ক এেনদেৰ িচিহ্নত আৰু সংজ্ঞািয়ত কৰা হয়:

(a; q)0 := 1,

(a; q)n :=
n−1∏
k=0

(1− aqk), n ≥ 1,

(a; q)∞ := lim
n→∞

(a; q)n, |q| < 1.

এইিখিনেত, িযেকােনা ধণাত্মক অখণ্ড সংখয্া j ৰ বােব বয্ৱহাৰ কৰা হ’ল: Ej := (qj ; qj)∞.

“ৰামানুজনৰ েহেৰাৱা েটাকাবহী”ৰ ৩ নং পৃষ্ঠাত েতওঁ Appell–Lerch sum ৰ সংজ্ঞা এেনদেৰ িদেয়:

ϕ(q) :=
∞∑
n=0

(−q; q)2nq
n+1

(q; q2)2n+1

.

ধিৰ েলাৱা হ’ল েয
∑∞

n=1 a(n)q
n := ϕ(q). এই a(n) ৰ বােব েকইবাটাও অনুৰূপতা (congruence) ২০১২ চনত S. H.

Chan নামৰ গিণতজ্ঞজেন পৰ্মাণ কেৰ। িবেশষৈক েতওঁ পৰ্মাণ কেৰ েয

a(10n+ 9) ≡ 0 (mod 5),

আৰু অনুমান আগবঢ়ায় েয িযেকােনা অঋণাত্মক অখণ্ড সংখয্া n ৰ বােব

a(50n+ 19) ≡ a(50n+ 39) ≡ a(50n+ 49) ≡ 0 (mod 25).



েমাৰ েশহতীয়া এখন গেৱষণা-পতৰ্

আিম a(10n+ 9) ৰ বােব িনম্নিলিখত পৰ্কাশ ৰািশেটা উিলয়াব পিৰেলাঁ:

∞∑
n=0

a(10n+ 9)qn = 5
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ইয়াৰ দব্াৰা সহেজই ওপৰত পৰ্থেম উেল্লখ কৰা অনুৰূপতােটা পৰ্মাণ ৈহ পেৰ। আিম ইয়াৰ দব্াৰা ওপৰত উেল্লখ কৰা অনুমানেটাও
পৰ্মাণ কিৰ েদখুৱাওঁ। তােৰাপিৰ আিম িনম্নিলিখত নতুন অনুৰূপতােটা পৰ্মাণ কিৰবৈল সক্ষম হওঁ:

a(1250n+ 250r + 219) ≡ 0 (mod 125), r = 1, 3, 4.

S. H. Chanএ ϕ ৰ দেৰ আন িকছুমান ফলন অধয্য়ন কেৰ আৰু েসইেবাৰৰ কাৰেণ িকছুমান অনুৰূপতা িবচািৰ পায়। িবেশষৈক,
িযেকােনা দুটা পূণর্ সংখয্া p ≥ 2, 1 ≤ j ≤ p− 1, আৰু (p, j) = 1 ধিৰ ৈল েতওঁ এেনদেৰ এিট Appell–Lerch sum িচিহ্নত
কেৰ:

∞∑
n=0

aj,p(n)q
n =

1

(qj ; qp)∞(qp−j ; qp)∞(qp; qp)∞

∞∑
n=−∞

(−1)nqpn(n+1)/2+jn+j

1− qpn+j
.

আৰু েতওঁ পৰ্মাণ কেৰ েয
∞∑
n=0

aj,p(pn+ (p− j)j)qn = p
E4

p
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1(q

j ; qp)2∞(qp−j ; qp)2∞

যাৰ পৰা আিম অিত সহেজ িলিখব পােৰাঁ েয

aj,p(pn+ (p− j)j) ≡ 0 (mod p).

এয়া লক্ষয্ কিৰব লািগব েয 2a(n) = a1,2(n). েতওঁ িনম্নিলিখত অনুৰূপতােকইটা অনুমান কেৰ:

a1,6(2n) ≡ 0 (mod 2),

a1,10(2n) ≡ a3,10(2n) ≡ 0 (mod 2),

a1,6(6n+ 3) ≡ 0 (mod 3),

a1,3(5n+ 3) ≡ a1,3(5n+ 4) ≡ 0 (mod 5),

a1,10(10n+ 5) ≡ 0 (mod 5),

a3,10(10n+ 5) ≡ 0 (mod 5).

পূবর্েত িতিনজন গিণতজ্ঞই িমিল ইয়াৰ পৰ্থম িতিনটা অনুমান পৰ্মাণ কিৰবৈল সক্ষম হয়। ইয়াৰ চতুথর্েটা আন দুজন গিণতজ্ঞৰ দব্াৰা
পৰ্মািণত হয়। আমাৰ গেৱষণা-পতৰ্খনত আিম বাকী থকা অনুমান দুটা পৰ্মাণ কেৰাঁ।
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