
i ৰ বােটেৰ ভৰ্মণ

পৰ্াঞ্জল তালুকদাৰ

পৰ্াক্তন ছাতৰ্, গিণতিবজ্ঞান িবভাগ, েতজপুৰ িবশব্িবদয্ালয়

i ৰ কথা আিম সকেলােৱ কম-েবিছ পিৰমােণ জােনা। i ৰ
ৈসেত আমাৰ পিৰচয় উচ্চ মাধয্িমক েশৰ্ণীৰ উচ্চ গিণতৰ পাঠয্কৰ্ম
বা উচ্চতৰ মাধয্িমক েশৰ্ণীৰ গিণতৰ পাঠয্কৰ্মৰ পৰা। বাস্তৱ
সংখয্াৰ ৈসেত i ৰ সংলগ্নকৰণৰ দব্াৰা আিম লাভ কেৰাঁ এিবধ নতুন
সংখয্া, জিটল সংখয্া। i ৰ অিবহেন হয়েতা সম্ভৱ নহ’লেহঁেতন
আধুিনক গিণতৰ বহু গুৰুতব্পূণর্ সৃিষ্ট। i সম্পেকর্ আমাক িদয়া
পৰ্থম পাঠত েকাৱা হয় েয িকছুমান িদব্ঘাত সমীকৰণৰ বাস্তৱ
সমাধান নাই। েযেন: x২ = −c, য’ত c এটা ধনাত্মক বাস্তৱ
সংখয্া। ইয়ােৰ আটাইতৈক সহজ উদাহৰণ িহচােপ আমাক িদয়া
হয় x২ + ১ = ০ বা x২ = −১ আৰু েকাৱা হয় েয এই
সমীকৰণেটােৰই সমাধান হ’ল x = i, অথর্াৎ i২ = −১।

িকছুিদন আগেত েৱছিলেয়ন িবশব্িবদয্ালয়ৰ (Wesleyan Uni-
versity) অধয্ািপকা েপটৰ্া বানেফটর্-েটইলৰৰ (Petra Bonfert-
Taylor) ‘History of Complex Numbers’ শীষর্ক িভিডঅ’
এটা চাইিছেলাঁ। েতওঁ ৈকেছ েয যিদেহ আিম ঐিতহািসক
দৃিষ্টভংগীৰ পৰা িবষয়েটা চাবৈল যাওঁ েতেন্ত x২ = −১ পৰ্ভৃিত
িদব্ঘাত সমীকৰণৰ পৰা গিণতজগতৈল i ৰ ধাৰণাৰ আগমন
েহাৱা নািছল। আিম জােনা, x২ = mx + c আিদ সমীকৰণ
সমাধানৰ কাৰেণ এটা পদ্ধিত আেছ, িযেটাৰ িবষেয় আমাক
উচ্চ মাধয্িমক পযর্য্ায়েতই িশেকাৱা হয়। উপেৰাক্ত সমীকৰণৰ
সমাধানেকইটা আিম y = x২ বকৰ্ আৰু y = mx + c

েৰখাডালৰ েছদিবনু্দ ৰূেপও চাব পােৰাঁ। সমীকৰণৰ সমাধান
বুিল ক’েল েসইসময়ত েৰখা বা বকৰ্ৰ েছদ িবনু্দ (point of
intersection) বা উৈমহতীয়া িবনু্দকেহ (common point)
বুজা ৈগিছল। আৰু ঐিতহািসকভােৱ িদব্ঘাত সমীকৰণৰ অবাস্তৱ
(non real) সমাধানত েকােনা আগৰ্হ নািছল, কাৰণ েসইেবাৰ

সমীকৰণৰ কাৰেণ এই বকৰ্ আৰু েৰখা দুডােল কটাকিট নকেৰ।
উদাহৰণসব্ৰূেপ, x২ = −১ ৰ কথােকই ল’েল েদিখম েয
y = x২ বকৰ্ আৰু y = −১ েৰখাই ক’েতা েছদ নকেৰ।
কাৰণ, y = x২ হ’ল এিট অিধবৃত্ত (parabola), যাৰ েকােনা
অংশ x-অক্ষৰ তলফােল নাই। আৰু y = −১ হ’ল x-অক্ষৰ
সমান্তৰাল এডাল েৰখা িয x-অক্ষৰ এক একক তলত আেছ।
িযেহতু এই বকৰ্ আৰু েৰখাডােল কটাকিট নকেৰ, গিতেক ভবা
ৈহিছল েয x২ = −১ ৰ েকােনা সমাধান নাই। েসেয়েহ, এই
সমীকৰণৰ এটা ‘জিটল সমাধান’ (complex solution) ৈতয়াৰ
কৰাত বা অবাস্তৱ সমাধান িবচৰাত ঐিতহািসকভােৱ েকােনা আগৰ্হ
নািছল। েতওঁ ৈকেছ েয জিটল সংখয্া বা i-েয় গুৰুতব্ েপাৱাৰ পৰ্ধান
কাৰণেটা আিছল িতৰ্ঘাত (cubic) সমীকৰণেবাৰ।

এইিখিনেত েকইটামান গুৰুতব্পূণর্ কথা উনুিকয়াব িবচািৰেছাঁ।
িবখয্াত আৰৱীয় গিণতজ্ঞ আল-েখাৱািৰজিমেয় (Al-Khwarizmi)
েতওঁৰ বীজগিণতৰ িকতাপত িবিভন্ন ধৰণৰ িদব্ঘাত সমীকৰণৰ
সমাধানৰ কথা িলিপবদ্ধ কিৰিছল, খুব সম্ভৱ েপানপৰ্থমবাৰৰ
বােব। ইয়ােৰ পৰ্মাণসমূহ আিছল জয্ািমিতৰ ওপৰত আধািৰত।
পৰ্াচীন গৰ্ীক আৰু িহনু্দ গিণত-শাস্তৰ্সমূহক ইয়াৰ উৎস বুিল ধাৰণা
কৰা হয়। আৰৱসকেল জনা এই পদ্ধিত কালকৰ্মত ইটালীত
পিৰিচত হয় আল-েখাৱািৰজিমৰ িকতাপৰ েজৰডর্ অফ েকৰ্েমানাই
(Gerard of Cremona) কৰা েলিটন অনুবাদৰ ফলত, আৰু
পাছৈল িফব’নািচ্চৰ (Leonardo de Pisa বা Fibonacci)
গািণিতক কমর্ৰ ফলত।

আনহােত, ১৪ শিতকাৰ েশষৰ ভাগত গিণত-জগতৈল চলক
সলিন পৰ্িকৰ্য়াই (change of variable) ভুমুিক মািৰিছল। এই
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পৰ্িকৰ্য়া বয্ৱহাৰ কিৰ িযেকােনা সাধাৰণ িতৰ্ঘাত সমীকৰণ এটাক,
েযেন x৩ + ax২ + bx + c = ০ ক x৩ + px + q = ০
ৰূপৈল সৰলীকৃত কিৰব পািৰ। এিতয়া, যিদ x৩ = px + q

পৰ্ভৃিত সমীকৰণৰ কথা ধৰা হয়, েতেন্ত ইয়াৰ সমাধানেবাৰ হ’ব
y = x৩ বকৰ্ আৰু y = px + q েৰখাৰ েছদিবনু্দ। আৰু
িযেহতু y = x৩ বকৰ্ৰ িবনু্দেবাৰৰ y স্থানাংক ঋণাত্মক অসীমৰ
(minus infinity) পৰা ধনাত্মক অসীমৈলেক (plus infinity)
িবসৃ্তত, গিতেক িযেকােনা y = px+ q েৰখাই এই বকৰ্িটক েছদ
কিৰবই। অথর্াৎ, x৩ = px + q ৰ এটা হ’েলও বাস্তৱ সমাধান
সদায় েপাৱা যাব।

এেনকুৱা সৰলীকৃত িতৰ্ঘাত সমীকৰণসমূহ সমাধান কৰা
পৰ্থমগৰাকী বয্িক্ত আিছল বল’িনয়া িবশব্িবদয্ালয়ৰ (Univer-
sity of Bologna) অধয্াপক িচিপঅিন েডল েফৰ’ (Sci-
pione del Ferro)। েডল েফৰ’ৰ ছাতৰ্ এণ্ট’িনঅ’ মািৰয়া
িফঅ’িৰৰ (Antonio Maria Fiore) পৰা লাভ কৰা এক
পৰ্তয্াহব্ানৰ ফলসব্ৰূেপ গিণতজ্ঞ িনকল’ ফণ্টানা টােটর্িলয়াই
(Niccolo Fontana Tartaglia) এই সূতৰ্েটা পুনৰািৱষ্কাৰ
কেৰ, আৰু েতওঁ েকৱল সূতৰ্েটাৰ িবষেয় (পৰ্মাণেটাৰ অিবহেন)
িজৰ’লােমা কাডর্ােনাক (Gerolamo Cardano) জনায়। পাছৰ
কালত কাডর্ােনােয় পৰ্মাণেটা পুনৰগঠন কেৰ। কাডর্ােনােয় িনজৰ
িকতাপ ‘Ars Magna’ত এই সূতৰ্েটা পৰ্কাশ কেৰ। সূতৰ্েটা অনুসিৰ
x৩ = px+ q সমীকৰণৰ সমাধান হ’ল:

x = ৩

√
q

২ + w + ৩

√
q

২ − w,

য’ত w =
√

q২

৪ − p৩

২৭।

িকছুমান সমীকৰণৰ কাৰেণ w পৰ্কাশ-ৰািশেটাৰ বগর্মূলৰ
িভতৰত থকা ৰািশিখিনৰ মান ঋণাত্মক আিছল, েসই ঘটনােটাক
েকাৱা ৈহিছল ‘casus irreducibilis’. অৱেশয্ কাডর্ােনােয় ‘Ars
Magna’ত এই casus irreducibilisৰ িবষেয় েকােনা আেলাচনা
কৰা নািছল। ‘A History of Algebra’ৰ েলখক েভন ডাৰ
ৱােৱেডর্েন (B. L. van der Waerden) ৈকেছ, “Cardano was
the first to introduce complex numbers a+

√
−b into

algebra, but had misgivings about it.”

িকছু বছৰ পাছত ইটালীৰ গিণতজ্ঞ ৰাফােয়ল ব’েমব্িলেয়
(Rafael Bombelli) িনজৰ িকতাপ ‘L’Algebra’ত

√
−১ ৰ

কাৰেণ এটা িচহ্ন (notation) সংেযাজন (introduce) কেৰ
আৰু ইয়াক নাম িদেয় ‘piú de meno’. ইিতমেধয্ কাডর্ােনােয়
আগবঢ়াই েথাৱা িতৰ্ঘাত সমীকৰণ সম্পকর্ীয় আেলাচনািখিনৰ

উপিৰ L’Algebraত casus irreducibilis সম্পেকর্ িবশদভােৱ
আেলাচনা কৰা ৈহিছল। ব’েমব্িলেয় x৩ = ১৫x+ ৪ সমীকৰণেটা
সমাধান কিৰবৈল ৈল েদিখেল েয কাডর্ােনাৰ সূতৰ্ অনুসিৰ এই
সমীকৰণেটাৰ সমাধান হ’ব:

x =
৩
√
২+

√
−১২১+ ৩

√
২−

√
−১২১

অনয্হােত, পযর্য্েবক্ষণৰ পৰা েতওঁ জািনিছল েয x = ৪ হ’ব ওপৰৰ
সমীকৰণেটাৰ এটা সমাধান। ব’েমব্িলেয়

√
−১ ক এটা সাধাৰণ

সংখয্া বুিল ধিৰ ৈল গণনািখিন কিৰেল আৰু ঘনমূল ইতয্ািদ েলাৱাৰ
িপছত েতওঁ পােল েয

x = (২+
√
−১) + (২−

√
−১) = ৪

এইিখিনৰ পাছত ব’েমব্িলেয় মন্তবয্ কিৰিছল, “At first, the
thing seemed to me to be based more on sophism
than on truth, but I searched until I found the
proof.”

এয়া আিছল i ৰ পৰ্থম দশর্ন (appearance) আৰু জিটল
িবেশ্লষণৰ (Complex Analysis) আৰম্ভিণ।

অৱেশয্ কাল্পিনক সংখয্াৰ (imaginary number) ইিতহাসৰ
বােব ইয়াৰ পাছৰ িকছু ঘটনাও উেল্লখেযাগয্। দাশর্িনক,
গিণতজ্ঞ েৰেণ েডকােটর্ (René Descartes) িনজৰ িকতাপ
‘La Géométrie’ত, য’ত েতওঁ আেলাচনা কিৰিছল জয্ািমিতত
বীজগিণতৰ বয্ৱহাৰৰ (application) িবষেয় (যাক আিম বতর্মান
Cartesian geometry বুিল জােনা), েসই িকতাপত েতওঁ
কাল্পিনক সংখয্ােবাৰক geometric impossibility ৰ ৈসেত
সংযুক্ত (associate) কিৰিছল। তােৰাপিৰ েডকােটর্ ৈকিছল, “For
any equation one can imagine as many roots [as its
degree would suggest], but in many cases no quan-
tity exists which corresponds to what one imagines.”
ইয়াৰ িপছত গিণতজ্ঞ জন ৱািলেছ (John Wallis)

√
−১ ৰ

জয্ািমিতক বয্াখয্া িদয়াৰ পথত িকছু কাম কিৰিছল। ইয়াৰ িপছত
আেহ িবখয্াত িড মইভাৰ (de Moivre) উপপাদয্:

(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ).

ছাৰ আইজাক িনউটেন এই সূতৰ্েটা বয্ৱহাৰ কিৰ কাডর্ােনাৰ
সূতৰ্ত উপিস্থত ঘনমূলৰ মান িনণর্য় কিৰিছল, েযিতয়া ঘনমূলেটা
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irreducible আিছল। অৱেশয্ গিণতজ্ঞ অয়লােৰেহ সবর্পৰ্থম
i =

√
−১ িচহ্ন বয্ৱহাৰ কিৰিছল আৰু জিটল সংখয্াসমূহক

আয়তীয় স্থানাংকৰ এেকা-এেকাটা িবনু্দ িহচােপ কল্পনা কিৰিছল।
িকন্তু ইয়ােৰ সেন্তাষজনক েভঁিট পৰ্িতষ্ঠা কিৰব পৰা নািছল। জিটল
সংখয্াৰ উপস্থাপন সম্পকর্ীয় পৰ্থমখন গেৱষণা-পতৰ্ আিছল ১৭৯৭
চনৰ ১০ মাচর্ত কাছপাৰ েৱেছেল (Caspar Wessel) Royal
Danish Academy of Sciences ত মূল েডিনছ ভাষাত উত্থাপন
কৰা ‘On the Analytic Representation of Direction:
An Attempt’. আিজ আিম যাক েভক্টৰ (vector) বুিল কওঁ,
েৱেছলৰ ধাৰণা েসয়াই আিছল। অকােডিমখনৰ সদসয্ েনােহাৱা
েকােনা বয্িক্তৰ দব্াৰা িলিখত েসইখন পৰ্থম গেৱষণা-পতৰ্ আিছল,
িযখন পৰ্কাশৰ বােব বাছিন ৈহিছল। ইয়াৰ পৰাই বুিজব পািৰ
েতওঁৰ গেৱষণা-পতৰ্খনৰ মান িকমান উন্নত আিছল! এই েক্ষতৰ্ত
আন এক গুৰুতব্পূণর্ কাম আিছল েপিৰছৰ এজন িকতাপৰ েদাকানী
জঁ-ৰবাটর্ আগর্ণ্ডৰ (Jean-Robert Argand) মূল ফৰাচী ভাষাৰ
‘Essay on the Geometrical Interpretation of Imagi-
nary Quantities’. েতওঁৰ গিণতৰ িশক্ষা বা পৰ্িশক্ষণৰ িবষেয়
িবতং তথয্ েপাৱা নাযায়। ১৮০৬ চনত েতওঁ বয্িক্তগতভােৱ পৰ্কাশ
কৰা এই গেৱষণা-পতৰ্খনৰ এটা কিপ েকেনবাৈক ৈগ গিণতজ্ঞ
িলেজেণ্ডৰ্ৰ (Adrien-Marie Legendre) হাতত পেৰ, আৰু েতওঁ
িচিঠৰ েযােগিদ এই কথািখিন গিণতৰ অধয্াপক Francois Fran-
caisৰ আগত বয্ক্ত কেৰ। েতওঁৰ মৃতুয্ৰ পাছত আগর্ণ্ডৰ গেৱষণা-
পতৰ্ আৰু িচিঠসমূহ ভাতৃ Jaques ৰ হাতৈল যায়। অৱেশয্ আগর্েণ্ড
‘Essay on the Geometrical Interpretation of Imagi-
nary Quantities’ ৰ পৰ্থম পৃষ্ঠাত িনজৰ নামেটা সিন্নিবষ্ট কৰা
নািছল। Jaques েয় ১৮১৩ চনত ফৰাচী গেৱষণা-পিতৰ্কা An-

nales de Mathémathiques ত জিটল সংখয্াৰ েমৗিলক ধাৰণা
(basic concept) সম্পেকর্ এটা পৰ্বন্ধ পৰ্কাশ কেৰ। পৰ্বন্ধেটাৰ
েশষৰ দফােটাত েতওঁ িলেজেণ্ডৰ্ৰ িচিঠসমূহৰ ঋণ সব্ীকাৰ কেৰ
আৰু পৰ্কৃত েলখকজনক িনজৰ পিৰচয় দািঙ ধিৰবৈল অনুেৰাধ
কেৰ। আগর্েণ্ড এইিবষেয় গম পায় আৰু গেৱষণা-পিতৰ্কাখনৰ
পৰৱতর্ী সংখয্াত এই সম্পেকর্ আগর্ণ্ডৰ উত্তৰ পৰ্কাশ পায়। ইয়াৰ
পাছত আইিৰছ গিণতজ্ঞ েহিমল্টেন (William Rowan Hamil-
ton) বাস্তৱ সংখয্াৰ কৰ্িমক েযাৰ (ordered pair) িকছুমানক
couple বুিল সংজ্ঞািয়ত কেৰ আৰু এই couple িবলাকৰ েযাগ
আৰু পূৰণ পৰ্িকৰ্য়াক েতওঁ সংজ্ঞাবদ্ধ কেৰ এেনদেৰ:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

আৰু (a, b)(c, d) = (ac−bd, bc+ ad).

এয়াই আিছল জিটল সংখয্াসমূহৰ বীজগিণতীয় সংজ্ঞা।

অৱেশয্ গিণতত ‘জিটল সংখয্া’ এই নামেটা পৰ্থম সংেযাজন
কেৰ গাউেছ (Carl Friedrich Gauss)। পৰৱতর্ী সময়ত ক’িচেয়
(Augustin-Louis Cauchy) ১৮১৪ চনত complex func-
tion theory ৰ আৰম্ভিণ কেৰ আৰু ১৮৪৭ চনত ring the-
ory বয্ৱহাৰ কিৰ নতুন ধৰেণ জিটল সংখয্াৰ সংহিত (set
of complex numbers) গঠন কেৰ। অৱেশয্ কািহনীৰ েশষ
ইয়ােতই নহয়। ইয়াৰ িপছেতা জিটল সংখয্াৰ তত্তব্ নতুন নতুন দৰ্ষ্টা
আৰু সৰ্ষ্টাৰ আেলােকেৰ উদ্ভািসত ৈহ উিঠেছ। মানুহৰ যুিক্ত আৰু
িজজ্ঞাসাৰ পিৰেপৰ্িক্ষতত গিণতশাস্তৰ্ত এটা নতুন পাঠৰ আৰম্ভিণ
কৰা i ৰ বােটেৰ এয়া আিছল আমাৰ এক অিতশয় চমু ভৰ্মণ।

“মই পৰ্েয়াগৰ খািতৰত গিণতত সঁচাৈকেয় আগৰ্হী নহয়। গিণতত েমাক িযেয় আগৰ্হী কেৰ েসইেটা
ৈহেছ গিণত। যিদেহ ই বাস্তৱ পৃিথৱীৰ িকবা এটা ভালদেৰ বুিজবৈল সহায় কেৰ, েতেন্ত এয়া বৰ
ভাল কথা। িকন্তু মই গিণতৰ েকােনা অংশ আয়তব্ কিৰ অিত আনিন্দত হওঁ সব্য়ং তাৰ পৰাই।”

— মািটর্ন েহইৰৰ
২০১৪ চনত িফল্ডছ্ েমেডল িবজয়ী গিণতজ্ঞ
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