
সিমল সহগ : এিট গেৱষণা েটাকা

হীৰকেজয্ািত দাস

গেৱষক ছাতৰ্, গিণতিবজ্ঞান িবভাগ, েতজপুৰ িবশব্িবদয্ালয়, নপাম-৭৮৪০২৮, অসম

গুৰুতব্পূণর্ ঘাত েশৰ্ণীেবাৰৰ (Power series) সহগৰ িবষেয় অধয্য়ন গিণত গেৱষণাৰ এটা জনিপৰ্য় শাখা। েযাগাত্মক সংখয্া
তত্তব্ৰ (Additive number theory) েক্ষতৰ্খনেতা ভােলেকইজন গেৱষেক িবিভন্ন েশৰ্ণীৰ সহগৰ অধয্য়নত যেথষ্ট অৱদান
আগবঢ়াইেছ। এই পৰ্সংগত, েলখকৰ পিৰিচত আৰু সিমল সহগৰ (Matching coefficient) লগত িবেশষভােব সংগিত থকা
এটা িবষয় তলত বেণর্াৱা ৈহেছ। তাৰ বােব পৰ্েয়াজনীয় q-গুণফলৰ (q-product) সংজ্ঞা পৰ্থেম িদ েলাৱা যাওক। িযেকােনা জিটল
সংখয্া a, q, য’ত | q |< ১, আৰু সব্াভািৱক সংখয্া n ≥ ১ ৰ বােব, আিম ধিৰ লওঁ েয

(a; q)∞ :=
∞∏
j=০

(
১ − aqj

)
, fn := (qn; qn)∞ ।

উেল্লখয্ েয f১ ক অইলাৰ গুণফল (Euler product) বুিল েকাৱা হয়।

এটা ঘাত েশৰ্ণী
∞∑
n=০

A(n)qn আৰু েকােনা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া a, b, আৰু সকেলা n ≥ ০ বােব যিদ A(an+ b) = ০

হয়, েতেন্ত সকেলা n ≥ ০ ৰ কাৰেণ A(an+ b) ক ঘাত েশৰ্ণীেটাৰ অদৃশয্মান সহগ (Vanishing coefficient) বুিল েকাৱা
হয়। ১৯৭৮ চনত েপানপৰ্থেম অদৃশয্মান সহগৰ িবষেয় কৰা গেৱষণাত গিণতজ্ঞ িৰচ্ছেমাণ্ড আৰু েযেকেচর্ [১২] পৰ্মাণ কিৰিছল
েয যিদ

∞∑
n=০

α(n)qn =

(
q৩; q৮)

∞
(
q৫; q৮)

∞
(q; q৮)∞ (q৭; q৮)∞

=

( ∞∑
n=০

β(n)qn

)−১

হয়, েতেন্ত সকেলা n ≥ ০ ৰ কাৰেণ α(৪n+ ৩) = ০ আৰু β(৪n+ ২) = ০ হ’ব। েতওঁেলােক এয়াও অনুমান কিৰিছল েয
যিদ

∞∑
n=০

γ(n)qn =

(
q৫; q১২)

∞
(
q৭; q১২)

∞
(q; q১২)∞ (q১১; q১২)∞

=

( ∞∑
n=০

δ(n)qn

)−১

হয়, েতেন্ত সকেলা n ≥ ০ ৰ কাৰেণ γ(৬n+ ৫) = ০ আৰু δ(৬n+ ৩) = ০ হ’ব। মন কিৰবলগীয়া েয
∞∑
n=০

α(n)qn ৈহেছ

িবখয্াত ৰামানুজন-েগালিনৎজ-গডর্ন অিবৰত ভগ্নাংশৰ (Continued fraction) েশৰ্ণী সম্পৰ্সাৰণ (Series expansion)।

গিণত িবকাশ | িদব্সপ্তিততম সংখয্া | জানুৱাৰী – মাচর্, ২০২২
২০



পৰ্বন্ধ

মাধয্িমক পযর্ায়ৰ িবদয্ালয়-গিণতৰ অনুশীলনীত েতেনই পিৰিচত এটা অিবৰত ভগ্নাংশ হ’ল

১ + ১

১ + ১
১ + · · ·

,

যাৰ মান (১ +
√

৫)/২। ৰামানুজন-েগালিনৎজ-গডর্ন অিবৰত ভগ্নাংশ G(q) ক তলত িদয়া ধৰেণেৰ সংজ্ঞাবদ্ধ কৰা হয়:

G(q) := ১

১ + q +
q২

১ + q৩ +
q৪

১ + q৫ + · · ·

।

ৰামানুজেন েতওঁৰ িদব্তীয় েটাকাবহীত G(q) ৰ সমাথর্ক িনম্নিলিখত গুণফলেটা িলিপবদ্ধ কিৰিছল:

G(q) =
(
q৩; q৮)

∞
(
q৫; q৮)

∞
(q; q৮)∞ (q৭; q৮)∞

।

িকন্তু ৰামানুজনৰ কমর্ৰ অজ্ঞােত েগালিনৎজ আৰু গডর্েনও উপেৰাক্ত সমাথর্ক গুণফলেটা পুনঃআিৱষ্কাৰ কেৰ। েসেয়েহ G(q) ক
ৰামানুজন-েগালিনৎজ-গডর্ন অিবৰত ভগ্নাংশ বুিল জনা যায়।

িঠক েতেনদেৰ,
∞∑
n=০

γ(n)qn হ’ল েশ্লটাৰৰ [১৩] ৰ’জাচর্-ৰামানুজন ধৰণৰ ফলনৰ তািলকাত পৰ্কািশত দুটা ফলন Y (q)

আৰু X(q) ৰ ভগ্নাংশ। ফলন দুটাৰ িবষেয় সিবেশষ জািনবৈল েশ্লটাৰৰ গেৱষণা-পতৰ্খন [১৩] চাব পােৰ। গিতেক α(n) আৰু
γ(n) ৰ সম্পকর্ত িবশদ গেৱষণা – এটা সব্াভািৱক পৰ্শ্ন।

পৰৱতর্ী সময়ত এনু্দৰ্জ আৰু েবৰ্েছাউেদ [২] িৰচ্ছেমাণ্ড আৰু েযেকচর্ৰ অনুমানসমূহ পৰ্মাণ কৰাৰ উপিৰ এটা সাধাৰণীকৰেণা
আগবঢ়াইিছল। েযাৱা চািৰটা দশকত বহুেকইজন গেৱষক েযেন আলািদ আৰু গডর্ন [১], েমক্ লািফ্লন [৯, ১০], হাচ্ছর্হনর্ [৮],
েটং [১৪,১৫], বৰুৱা আৰু েকৗৰ [৫], েদাও আৰু ছয্াও [৩], চ্ছানর্ আৰু েটং [৬], বন্দনা আৰু েকৗেৰ [১৬] অদৃশয্মান সহগযুক্ত
যেথষ্ট সংখয্ক q-গুণফল আিৱষ্কাৰ কিৰেছ। েশহতীয়াৈক, চ্ছানর্ আৰু েটেঙ [৭] অদৃশয্মান সহগৰ েক্ষতৰ্খনত দুটা ৰামানুজন
পৰ্াচলেকা (Ramanujan parameter) সাঙুিৰবৈল সক্ষম ৈহেছ। ৰামানুজন পৰ্াচল হ’ল ৰ’জাচর্-ৰামানুজন অিবৰত ভগ্নাংশ জিড়ত
িকছুমান িনিদর্ষ্ট গুণফল। ৰ’জাচর্-ৰামানুজন অিবৰত ভগ্নাংশ R(q) ক তলত িদয়া ধৰেণ সংজ্ঞাবদ্ধ কৰা হয়:

R(q) :=
১

১ + q

১ + q২

১ + · · ·

।

পৰ্কৃতেত q১/৫R(q) ক েহ ৰ’জাচর্-ৰামানুজন অিবৰত ভগ্নাংশ বুিল েকাৱা হয়। িকন্তু অধয্য়নৰ সুিবধােথর্ বহুেত q১/৫ উৎপাদকেটাক
িবেবচনা নকেৰ। এই অিবৰত ভগ্নাংশেটা িবখয্াত ৰ’জাচর্-ৰামানুজন ফলন G(q) আৰু H(q) ৰ লগত তলত িদয়া ধৰেণেৰ
সম্পিকর্ত:

R(q) =
H(q)

G(q)
,

য’ত

G(q) :=
∞∑
n=০

qn
২

(q, q)n
, H(q) :=

∞∑
n=০

qn
২+n

(q, q)n
।

২১
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এইিখিনেত পাঠকৰ জ্ঞাতােথর্ উেল্লখ কৰা হ’ল েয ঘাত েশৰ্ণীৰ অদৃশয্মান সহগ আৰু G(q) আৰু H(q) ৰ মাপাংকীয় সম্পকর্েবাৰ
(Modular relation) ঘাত েশৰ্ণীৰ সিমল সহগ অধয্য়নৰ অনয্তম কাৰক। এই িবষেয় তলত এটা আভাস িদয়া হ’ব। এিতয়া
আিম এই েটাকােটাৰ পৰ্ধান িবষয় সিমল সহগৰ সংজ্ঞা জােনা আহক।

দুটা িভন্ন ঘাত েশৰ্ণী
∞∑
n=০

A(n)qn আৰু
∞∑
n=০

B(n)qn ৰ েক্ষতৰ্ত, েকােনা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া a, c, আৰু k, অঋণাত্মক

অখণ্ড সংখয্া b আৰু d, আৰু সকেলা n ≥ ০ ৰ বােব যিদ A(an + b) = ±kB(cn + d) হয়, েতেন্ত
∞∑
n=০

A(n)qn আৰু
∞∑
n=০

B(n)qn ক সিমল সহগযুক্ত ঘাত েশৰ্ণী বুিল েকাৱা হয়। আৰু সকেলা n ≥ ০ ৰ কাৰেণ A(an+ b) অথবা B(cn+ d)

ক ঘাত েশৰ্ণী দুটাৰ সিমল সহগ বুিল েকাৱা হয়। উদাহৰণ সব্ৰূেপ, তলৰ েশৰ্ণী দুটা িবেবচনা কৰা হওক।

∞∑
n=০

A(n)qn :=১ − ৫q + ১৫ q২ − ৩০q৩ + ৪০q৪ − ২৬q৫ − ৩০q৬ + ১২৫ q৭ − ২২০q৮

+ ২৪৫q৯ − ১২৪q১০ − ১৮০q১১ + ৬১৫ q১২ − ১০১০q১৩ + ১০৮৫q১৪ − ৫৫০q১৫

− ৭০৫q১৬ + ২৪১৫ q১৭ − ৩৮৫০q১৮ + ৩৯৮০q১৯ − ১৯২৬q২০ − ২৪৬০q২১

+ ৮০৯০ q২২ + · · ·

∞∑
n=০

B(n)qn :=১ + ৫q + ১০q২ + ৫q৩ − ১৫ q৪ − ২৪q৫ + ১৫q৬ + ৭০q৭ + ৩০q৮

− ১২৫ q৯ − ১৭৫q১০ + ৯৫q১১ + ৪২০q১২ + ১৮০q১৩ − ৬১৫ q১৪ − ৮২৬q১৫

+ ৪১০q১৬ + ১৭৬০q১৭ + ৭০৫q১৮ − ২৪১৫ q১৯ − ৩১০০q২০ + ১৫৩০q২১

+ ৬২৭০q২২ + ২৪৬০q২৩ − ৮০৯০ q২৪ + · · ·

উপেৰাক্ত িবস্তাৰ দুটা ৰ’জাচর্-ৰামানুজন অিবৰত ভগ্নাংশ আৰু ইয়াৰ পৰ্িতকৰ্মৰ (Reciprocal) পঞ্চম ঘাত, কৰ্েম R৫(q) আৰু
১/R৫(q) ৰ েশৰ্ণী সম্পৰ্সাৰণ। ইয়াত স্পষ্টৈক েদখা ৈগেছ েয ০ ≤ n ≤ ৪ ৰ বােব A(৫n + ২) = −B(৫n + ৪), িযেটা
পৰ্কৃতেত সকেলা n ≥ ০ ৰ েক্ষতৰ্েতই সতয্। গিতেক আিম ১৫, ১২৫, ৬১৫, ২৪১৫, ৮০৯০,… নাইবা -১৫, -১২৫, -৬১৫,
-২৪১৫, -৮০৯০,… েবাৰক উপেৰাক্ত ঘাত েশৰ্ণী দুটাৰ সিমল সহগ বুিল কওঁ।

গিণতজ্ঞ য়াকিবৰ (Jacobi) এটা িবখয্াত অেভদৰ (Identity) জিৰয়েত ঘাত েশৰ্ণীৰ সিমল সহগৈল বুিল অনয্ এটা অিভগমন
(Approach) অিত চমু আৰু সহজৈক আগবঢ়াব পািৰ। িকন্তু আমাৰ েশহতীয়া এখন গেৱষণা-পতৰ্ৰ (বৰুৱা আৰু দাস [৪]) অিত
আকষর্ণীয় ফলাফলিখিন ঘাত েশৰ্ণীৰ অদৃশয্মান সহগৰ দব্াৰা অনুেপৰ্িৰত আৰু ৰ’জাচর্-ৰামানুজন ধৰণৰ ফলনৰ ন-পুৰিণ মাপাংকীয়
সম্পকর্, ৰামানুজনৰ েথটা ফলন (Theta function) জিড়ত অেভদ, ইতয্ািদেৰ পৰ্িতিষ্ঠত। এইসমূহৰ লগত সংগিত ৰািখ, সিমল
সহগ আিৱষ্কাৰ কৰা এটা উপায়ৰ আভাষ তলত িদয়া ৈহেছ।

ৰামানুজেন েযিতয়া ৰ’জাচর্-ৰামানুজন অেভদ দুটা পৰ্মাণ কিৰ গেৱষণা-পতৰ্ এখন [১১] পৰ্কাশৰ বােব েযাগােযাগ কিৰিছল,
েসই পতৰ্খনত পৰ্মাণ অিবহেন েতওঁ এয়াও িলিখিছল– “মই এিতয়া G(q) আৰু H(q) ৰ মাজত এটা বীজগিণতীয় সম্পকর্ িবচািৰ
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পাইেছাঁ, েসয়া হ’ল:

G১১(q)H(q)− q২G(q)H১১(q) = ১ + ১১qG৬(q)H৬(q)।

আন এটা লক্ষণীয় সূতৰ্ হ’ল

G
(
q১১)H(q)− q২G(q)H

(
q১১) = ১।

এই সূতৰ্েবাৰৰ পৰ্িতেটােৱই এেকাটা ডাঙৰ েশৰ্ণীৰ আটাইতৈক সৰলতমেটা।” ৰামানুজেন এেনধৰণৰ চিল্লছটা মাপাংকীয় অেভদ
আগবঢ়াইিছল। শত বছৰ পাছেতা এই অেভদেবাৰ গেৱষণাৰ বােব েপৰ্ৰণাৰ উৎস ৈহ আেছ। তােৰ বহু উদাহৰণৰ িভতৰত, আিম
(বৰুৱা আৰু দাস [৪]) তলৰ সম্পকর্েটা আিৱষ্কাৰ কিৰেছাঁ।

G৩ (q২)H (q) + qG (q)H৩ (q২) = f২f৯
১০

f১f৪f৫
৫ f

৩
২০

+ ৪q২ f৪f৩
২০

f২
২ f

২
৫

।

এই মাপাংকীয় অেভদেটােৱ আেমাদজনকভােব এটা ৰামানুজন পৰ্াচল R(q)R২ (q২) আৰু তাৰ পৰ্িতকৰ্ম জিড়ত মাপাংকীয়
সম্পকর্ এটা উিলওৱাত ঘাই ভূিমকা লয়। েসই সম্পকর্েটা ৈহেছ

১
R(q)R২(q২)

+ q২R(q)R২(q২) =
f৩
২ f

৫
১০

f১f৪f৩
৫ f

৩
২০

+ ৪q২ f৪f৩
২০

f৪
১০

।

এিতয়া আিম যিদ েদখুওৱাব পােৰাঁ েয সকেলা n ≥ ০ ৰ বােব উপেৰাক্ত অেভদেটাৰ েসাঁফােল থকা ৰািশেটাৰ েশৰ্ণী িবস্তাৰত
qan+b ৰ সহগেবাৰ অদৃশয্মান অথর্াৎ শূনয্, েতিতয়া বাওঁফালৰ পৰা আিম পাম েয, ১

R(q)R২(q২)
ৰ েশৰ্ণী িবস্তাৰত qan+b ৰ

সহগেবাৰ, R(q)R২(q২) ৰ েশৰ্ণী িবস্তাৰত qan+b−২ ৰ সহগেবাৰৰ ৈসেত মান সমান িকন্তু পৰস্পৰ িবপৰীত িচহ্নযুক্ত। এই
বয্াখয্ািখিনেয় িনশ্চয়ৈক R(q)R২(q২) আৰু তাৰ পৰ্িতকৰ্মৰ িকছুমান সিমল সহগ িদব।

এিতয়া সিমল সহগ সমব্ন্ধীয় সদয্ আিৱষৃ্কত েকইবাটাও উপপাদয্ৰ মাজেৰ এটা িনিদর্ষ্ট উপপাদয্ উেল্লখ কৰা হওক। উপপাদয্েটা
উপস্থাপনৰ সুিবধােথর্, আিম ধিৰ লওঁ েয যিদ A(n) এ েকােনা এটা ঘাত েশৰ্ণীৰ n তম সহগক সূচায়, েতেন্ত A′(n) এ পৰ্িতকৰ্ম
েশৰ্ণীেটাৰ n তম সহগক সূচাব।

উপপাদয্ ১. (বৰুৱা আৰু দাস [৪]) ধৰা হ’ল
∞∑
n=০

λ১(n)q
n =

১
R৫ (q)

,

∞∑
n=০

λ২(n)q
n =

R৫ (q)

R (q৫)
,

∞∑
n=০

λ৩(n)q
n =

R
(
q২)

R২ (q)
,

∞∑
n=০

λ৪(n)q
n =

১
R (q)R২ (q২)

,

∞∑
n=০

λ৫(n)q
n =

১
R (q)R (q৪)

,
∞∑
n=০

λ৬(n)q
n =

১
R (−q)R (−q৪)

,

∞∑
n=০

λ৭(n)q
n =

R
(
q৪)

R৪ (q)
,

∞∑
n=০

λ৮(n)q
n =

R২ (q)

R৩ (q৪)
,

∞∑
n=০

λ৯(n)q
n =

R (q)

R (q১৬)
,

∞∑
n=০

λ১০(n)q
n =

R
(
q৪)

R২ (q)R (q২)
।
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পৰ্বন্ধ

েতেন্ত, িযেকােনা n ≥ ০ ৰ বােব, আিম পাওঁ েয

λ১(৫n+ r) = −λ′
১(৫n+ r − ২), r ∈ {৩, ৪};

λ২(৫n) = λ′
২(৫n);

λ৩(৫n+ r) = −λ′
৩(৫n+ r), r ∈ {১, ৪};

λ৪(৫n+ r) = −λ′
৪(৫n+ r − ২), r ∈ {৩, ৪};

λ৫(৫n+ r) = λ′
৫(৫n+ r − ২), r ∈ {৩, ৪};

λ৬(১০n+ r) = λ′
৬(১০n+ r − ২), r ∈ {৫, ৭};

λ৭(১০n+ r) = −λ′
৭(১০n+ r), r ∈ {১, ৯};

λ৮(১০n+ r) = −λ′
৮(১০n+ r − ৪), r ∈ {৫, ৯};

λ৯(১০n+ r) = λ′
৯(১০n+ r − ৬), r ∈ {৭, ৯};

λ১০(২n+ r) = (−১)rλ′
১০(২n+ r), r ∈ {০, ১};

λ১০(৫n+ r) = λ′
১০(৫n+ r), r ∈ {২,৩}।

‘ৰামানুজন জােনর্ল’ত (The Ramanujan Journal) েশহতীয়াৈক (৪ জানুৱাৰী, ২০২২) পৰ্কািশত গেৱষণা-পতৰ্খনত [৪]
পঢ়ুৈৱসকেল সিমল সহগযুক্ত ঘাত েশৰ্ণীৰ িবষেয় পৰ্মাণসহ অিধক জািনবৈল পাব। অিষ্টৰ্য়াৰ িভেয়না িবশব্িবদয্ালয়ৰ পৰ্াধয্াপক
মাইেকল েশ্লাছােৰ বয্িক্তগত েযাগােযাগৰ জিৰয়েত আমাৰ পতৰ্খনত েকইটামান অনুমান আগবঢ়াইেছ। তােৰ িভতৰত এটা হ’ল,
যিদ

∞∑
n=০

ω২১(n)q
n =

(
q২; q২১)

∞
(
q৮; q২১)

∞
(
q১০; q২১)

∞
(
q১১; q২১)

∞
(
q১৩; q২১)

∞
(
q১৯; q২১)

∞
(q; q২১)∞ (q৪; q২১)∞ (q৫; q২১)∞ (q১৬; q২১)∞ (q১৭; q২১)∞ (q২০; q২১)∞

হয়, েতেন্ত িযেকােনা n ≥ ০ ৰ বােব, আিম পাম েয

ω২১(২১n+ r) = ω′
২১(২১n+ r − ৪), r ∈ {৪,৬, ১০, ১১, ১৩, ১৭, ১৮, ২০, ২৪}।

এই অনুমানেটাৰ পৰ্মাণ যেথষ্ট পৰ্তয্াহব্ানমূলক হ’ব বুিল আিম ধাৰণা কেৰাঁ। ইয়াৰ পৰ্মােণ িনশ্চয় িবষয়েটা সম্পকর্ীয় নতুন িদশ
উনু্মক্ত কিৰব।

অসীম েশৰ্ণীৰ সিমল সহগ সমব্ন্ধীয় অধয্য়নৰ এয়া মােথাঁ আৰম্ভিণেহ। ভিৱষয্েত আৰু ন ন িদশ উেন্মািচত েহাৱাৰ যেথষ্ট থল
আেছ।
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“চাকিৰ িবচািৰ মই ১২০ খন দখর্াস্ত িলিখিছেলাঁ আৰু আটাইেকইখন েপৰ্ৰণ কিৰিছেলাঁ।
তােৰ দুখনৰ উত্তৰ আিহিছল, আৰু দুেয়াখনেৰ উত্তৰেটা আিছল— “নহ’ব”।”

– পল েহলমছ
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(IAS) মহান গিণতজ্ঞ জন ভন নয়েমনৰ সহেযাগী িহচােপও েতওঁ কাম কিৰিছল।
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