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পৰ্স্তাৱনা

কলন গিণত পাঠয্কৰ্মৰ আৰম্ভিণেত ছাতৰ্-ছাতৰ্ীসকল e সংখয্ােটাৰ ৈসেত পিৰিচত হয়। উচ্চতৰ মাধয্িমক পযর্ায়ত e সম্পেকর্ তলত
উেল্লখ কৰা কথােবাৰ জািনব পৰা যায়।

১) এটা িবেশষ অনুকৰ্মৰ সীমাংক (limit) হ’ল e। যথা,

e = lim
n→∞

(
১+ ১

n

)n

।

২) সাধাৰণ ঘাতাংকৰ আধাৰ (base of natural logarithm) হ’ল e।
৩) সব্াভািৱক সংখয্ােবাৰৰ েগৗিণকৰ (factorial) পৰ্িতকৰ্মেবাৰৰ দব্াৰা সৃষ্ট অসীম েশৰ্ণীেটাৰ েযাগফল হ’ল e। অথর্াৎ,

১+ ১
১! +

১
২! +

১
৩! +

১
৪! +

১
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য’ত এটা সব্াভািৱক সংখয্া k-ৰ বােব k! (k-ৰ েগৗিণক, factorial of k) -ৰ অথর্ হ’ল

k! = ১× ২× ৩× · · · × (k − ১)× k।

৪) e হ’ল এটা অপিৰেময় সংখয্া।

িবজ্ঞান আেলাচনী ‘িবজ্ঞান েজউিত’ৰ ২০২১ চনৰ অেক্টাবৰ-নেৱমব্ৰ সংখয্াত পৰ্কািশত ‘e-ৰ পৰ্াৰিম্ভক কথা’ শীষর্ক পৰ্ৱন্ধত e

ৰ উপিৰউক্ত পৰ্থম দুটা ৈবিশষ্টয্ৰ িবষেয় ইিতমেধয্ িলখা ৈহেছ।1 এই পৰ্ৱন্ধত পৰৱতর্ী ৈবিশষ্টয্ দুটাৰ িবষেয় আেলাচনা কৰা ৈহেছ।
1 িবজ্ঞান েজউিত, অেক্টাবৰ-নেৱমব্ৰ, ২০২১। পৃষ্ঠা ১৮।
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অসীম েশৰ্ণীৰ েযাগফল িহচােপ e

ওপৰৰ ৩ নং ৈবিশষ্টয্েটা ৈহেছ,
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৪! +

১
৫! + · · · = e । (১)

এটা অসীম েশৰ্ণী S১ + S২ + S৩ + · · · -ৰ েযাগফল S বুিল ক’েল আিম বুেজাঁ েয েশৰ্ণীেটাৰ n-তম আংিশক েযাগফলৰ
দব্াৰা সৃষ্ট অনুকৰ্মেটা, অথর্াৎ (S১, S১ + S২, S১ + S২ + S৩, · · · )-েটা S-ৈল অিভসাৰী হয়৷ মােন

lim
n→∞

(S১ + S২ + S৩ + · · ·+ Sn) = S ।

গিতেক সূতৰ্ (১) পৰ্মাণ কিৰবৈল েদখুৱাব লােগ েয
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ইিতমেধয্ পাই অহা সীমাংকৰ সূতৰ্ত িদব্পদ উপপাদয্ (Binomial Theorem) পৰ্েয়াগ কিৰ পাওঁ েয
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িযেহতু
(
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< ১,
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< ১, ইতয্ািদ, গিতেক
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আেকৗ, ধৰা হওক m হ’ল এটা n-তৈক সৰু িনিদর্ষ্ট ধনাত্মক সংখয্া, মােন m < n। েসেয়েহ
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এিতয়া n → ∞ ৈল েপাৱা যায় েয
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অথর্াৎ,
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েসেয়েহ
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অসমতা (৩) আৰু (৪)-ৰ পৰা সহেজ (২)-ত উপনীত হ’ব পািৰ।

পৰৱতর্ী শাখাত e-ৰ অপিৰেময়তা সম্পেকর্ িবসৃ্ততভােব আেলাচনা কৰা ৈহেছ। দশিমকত পৰ্কাশ কিৰেল e-ৰ মানেটা হয়
২.৭১৮২৮১৮২৮৪ . . .। সূতৰ্ (১)-ৰ অসীম েশৰ্ণীেটাত পদৰ সংখয্া িনিদর্ষ্ট সসীম মানৈলেক ৈল e-ৰ শুদ্ধমান যেথষ্ট খৰতকীয়াৈক
উিলয়াব পািৰ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, যিদ েশৰ্ণীেটাৰ পৰ্থম ছটা আৰু এঘাৰটা পদ েলাৱা যায়, েতেন্ত
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অথর্াৎ, e-ৰ যথাকৰ্েম এক আৰু ছয় দশিমক স্থানৈল শুদ্ধমান েপাৱা যায়। উেল্লখনীয় েয, ২০২০ চনৰ ২২ নেৱমব্ৰত আেমিৰকাৰ
েডিভড খৰ্ীষ্টেল (David Christle) e-ৰ মান ৩১,৪১৫,৯২৬,৫৩৫,৮৯৭ দশিমক স্থানৈল শুদ্ধমান গণনা কিৰ নতুন েৰকডর্ গেঢ়।

পিৰেময় আৰু অপিৰেময় সংখয্া

সাধাৰণেত আিম সু্কলৰ পাঠয্কৰ্মত েপাৱা ধাৰণােৰ পিৰেময় আৰু অপিৰেময় সংখয্াৰ সংজ্ঞাৰ মাজত থকা েমৗিলক পাথর্কয্
েকইটামান তলত িদয়া ধৰেণ বুেজাঁ।

১) পিৰেময় সংখয্া এটা p
q
আকাৰত পৰ্কাশ কিৰব পািৰ, য’ত p আৰু q অখণ্ড সংখয্া আৰু q শূনয্ নহয়। অপিৰেময় সংখয্াক

এেনদেৰ পৰ্কাশ কিৰব েনাৱািৰ। উেল্লখেযাগয্ েয সকেলা অখণ্ড সংখয্াই পিৰেময় সংখয্া, কাৰণ িযেকােনা অখণ্ড সংখয্ােকই p

q
আকাৰত পৰ্কাশ কিৰব পািৰ, য’ত p হ’ল েসই অখণ্ড সংখয্ােটা আৰু q হ’ল ১।

২) িযেকােনা পিৰেময় সংখয্াক দশিমকত পৰ্কাশ কিৰেল েসই পৰ্কাশেটা সদায় সসীম (finite) নাইবা অসীম েপৗনঃপুিনক
(infinite recurring) দশিমক হয়। উদাহৰণসব্ৰূেপ, ১/২ ক ০.৫ িহচােপ দশিমকত পৰ্কাশ কিৰব পািৰ, িযেটা হ’ল সসীম
দশিমক। িঠক েতেনৈক ১/৪ ক ০.২৫, ৩/৪ ক ০.৭৫, ইতয্ািদ। আনহােত ১/৩ ক দশিমকত পৰ্কাশ কিৰেল হ’ব ০.৩৩৩৩৩৩ . . .
আৰু এইেটা হ’ল এটা অসীম পৰ্কাশ, িকন্তু ই েপৗনঃপুিনক, কাৰণ দশিমকৰ িপছৰ ৩ েটা পুনঃ পুনঃ ওলােয়ই থািকব। িকন্তু
সংখয্া এটা যিদ পিৰেময় নহয়, মােন অপিৰেময় হয়, েতেন্ত তাৰ দশিমক পৰ্কাশেটা েকিতয়াও সসীম (finite) নাইবা অসীম
েপৗনঃপুিনক (infinite recurring) হ’ব েনাৱােৰ, েসয়া অসীম অেপৗনঃপুিনক (infinite non-recurring) হ’বই লািগব।
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ওপৰৰ সংজ্ঞা দুটা পৰ্েয়াগ কিৰ সংখয্া এটা অপিৰেময় বুিল পৰ্মাণ কৰােটা বৰ সৰল নহয়, কাৰণ সংখয্ােটা “p/q আকাৰৰ
নহয়” অথবা “সসীম বা অসীম েপৗনঃপুিনক নহয়” বুিলেহ পৰ্মাণ কিৰব লােগ। সাধাৰণেত পৰ্থেম সংখয্ােটা p/q আকাৰৰ হয়
বুিল ধিৰ ৈল পাছত এটা সব্িবেৰাধী িসদ্ধান্তত উপনীত ৈহ িকছুমান সংখয্াক অপিৰেময় বুিল পৰ্মাণ কিৰব পািৰ। এই পদ্ধিতেৰ√
২,

√
৩,

√
৫, আিদক অপিৰেময় িহচােপ সহেজ পৰ্মাণ কিৰব পািৰ। উদাহৰণসব্ৰূেপ,

√
২ সংখয্ােটা েলাৱা যাওক। ধৰা হওক

েয
√
২ এটা পিৰেময় সংখয্া, অথর্াৎ

√
২ = p/q, য’ত p আৰু q অখণ্ড সংখয্া আৰু q শূনয্ নহয়। আিম p

q
ভগ্নাংশেটা লিঘষ্ঠ

আকাৰত আেছ বুিল ধিৰব পােৰাঁ। অথর্াৎ p আৰু q ৰ গসাগু (গিৰষ্ঠ সাধাৰণ গুণনীয়ক, ইংৰাজীত gcd: greatest common
divisor) ১ বুিল ল’ব পােৰাঁ, কাৰণ যিদ p আৰু q ৰ গসাগু ১-তৈক ডাঙৰ হয় েতেন্ত েসই গসাগুেটােৰ p আৰু q দুেয়ােক হৰণ
কিৰেল েপাৱা ভগ্নাংশেটাৰ লব আৰু হৰৰ গসাগু ১ হ’বই। উদাহৰণসব্ৰূেপ, ৪

১৪ ত লব ৪ আৰু হৰ ১৪ ৰ গসাগু হ’ল ২ আৰু

এই দুেয়াটােক ২-েৰ হৰণ কিৰ ৪
১৪ ৰ লিঘষ্ঠ আকাৰ ২

৭ েপাৱা যায়।

এিতয়া
√
২ = p/q ৰ দুেয়াফােল বগর্ ৈল সৰল কিৰ আিম পাওঁ েয p২ = ২q২। িযেহতু েসাঁফালৰ ৰািশেটা এটা যুগ্ম অখণ্ড

সংখয্া গিতেক বাওঁফালৰ ৰািশ p২ েটাও যুগ্ম। িকন্তু অযুগ্ম সংখয্া এটাৰ বগর্ িযেহতু যুগ্ম হ’ব েনাৱােৰ, গিতেক যুগ্ম বগর্ সংখয্া
p২ পাবৈল হ’েল p েটাও যুগ্ম হ’বই লািগব। মােন p ৰ এটা উৎপাদক হ’ল ২। অথর্াৎ p = ২r, য’ত r েটা এটা অখণ্ড সংখয্া।
এই p = ২r ৰ সম্পকর্েটা p২ = ২q২ ত বয্ৱহাৰ কিৰ আিম পাওঁ েয ৪r২ = ২q২, অথর্াৎ ২r২ = q২, মােন q২ েটা এটা যুগ্ম
সংখয্া। গিতেক q েটাও যুগ্ম সংখয্া। অথর্াৎ, q-েৰা এটা উৎপাদক হ’ল ২। গিতেক আিম পােলাঁ েয p আৰু q ৰ এটা সাধাৰণ
উৎপাদক হ’ল ২, িযেটা আিম পৰ্থেম ধিৰ েলাৱা p আৰু q ৰ েয গসাগু ১ েহ, তাৰ পিৰপন্থী। গিতেক আিম এটা সব্িবেৰাধী
িসদ্ধান্তত উপনীত হ’েলা। এই সব্িবেৰাধী িসদ্ধান্তৰ মূল হ’ল

√
২ ক পিৰেময় বুিল ধিৰ েলাৱাৰ বােব। েসেয়েহ

√
২ পিৰেময় হ’ব

েনাৱােৰ, ই অপিৰেময়েহ।

উপিৰউক্ত পদ্ধিতেকই সামানয্ ইফাল-িসফাল কিৰ কৰণীজাতীয় (surd) সংখয্ােবাৰেয অপিৰেময় েসয়া পৰ্মাণ কিৰব পািৰ।
িপেছ π, e আিদ সংখয্াৰ অপিৰেময়তাৰ পৰ্মাণ

√
২ ৰ িনিচনাৈক কিৰব েনাৱািৰ। হয় সব্িবেৰাধী পদ্ধিতেটা পিৰৱধর্ন কিৰব

লািগব, নহয় এটা েবেলগ পদ্ধিত বয্ৱহাৰ কিৰব লািগব। যিদও e সংখয্ােটা েজকব বাণর্িলৰদব্াৰা ১৬৮৩ চনেত আিৱষৃ্কত হ’ল,
ইয়াৰ অপিৰেময়তা গিণতজ্ঞ অয়লােৰ ১৭৩৭ চনতেহ েপানপৰ্থমবাৰৰ বােব িদবৈল সক্ষম হ’ল। অয়লাৰৰ পৰ্মাণেটা অৱেশয্ তাৰ
সাত বছৰৰ পাছত, ১৭৪৪ চনতেহ পৰ্কাশ ৈহিছল। আশ্চযর্জনকভােব অয়লােৰ অিবৰত ভগ্নাংশ (continued fraction) আৰু
অৱকলজ সমীকৰণৰ (differential equation) সহায়ত e ৰ অপিৰেময়তা পৰ্মাণ কিৰিছল। অিবৰত ভগ্নাংশৰদব্াৰা অয়লােৰেনা
েকেনৈক e ৰ অপিৰেময়তাত উপনীত ৈহিছল তাৰ থূলমূল ধাৰণা িবষয়েটাৰ বৰ িবেশষ গভীৰতাৈল নৈগ তলৰ েকইটামান শাখাত
আেলাচনা কৰা ৈহেছ।

অিবৰত ভগ্নাংশ আৰু সংখয্াৰ পিৰেময়তা-অপিৰেময়তা

সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ (Simple continued fraction) এটাৰ সাধাৰণ ৰূপেটা হ’ল

A+
১

B +
১

C +
১

D +
১

E +
১

F + · · ·

,

য’ত A, B, C , D, E, F , ইতয্ািদ হ’ল অখণ্ড সংখয্া আৰু A ৰ বািহেৰ বাকীেবাৰ ধনাত্মক। এই A, B, C , D, E, F ,
ইতয্ািদ সংখয্ােবাৰক সৰল অিবৰত ভগ্নাংশেটাৰ আংিশক হৰ (partial denominator) বুিল েকাৱা হয়। উেল্লখনীয় েয, সুিবধাৰ
বােব উপিৰউক্ত পৰ্কাশেটাক সাধাৰণেত [A;B,C,D,E, F, . . .] িহচােপ িলখা হয় (কম ঠাই অিধকাৰ কেৰ আৰু িলিখবৈল

১৩
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বা টাইপ কিৰবৈল সুিবধাজনক)। যিদ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ এটাৰ আংিশক হৰৰ সংখয্া সসীম হয় েতেন্ত তাক সসীম সৰল
অিবৰত ভগ্নাংশ (finite simple continued fraction) আৰু আংিশক হৰৰ সংখয্া অসীম হ’েল অসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ
(infinite simple continued fraction) েবালা হয়। উেল্লখনীয় েয িযেকােনা সসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ এটাক সৰল কিৰ
(মােন simplify কিৰ) এটা সাধাৰণ ভগ্নাংশৈল পিৰৱতর্ন কিৰব পািৰ, মােন p/q আকাৰৈল িনব পািৰ। অথর্াৎ, িযেকােনা সসীম
সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ এটা আচলেত পিৰেময় সংখয্া। এেকবােৰ েশষৰ আংিশক হৰৰ পৰা সৰল কিৰ আিহেলই p/q আকাৰেটা
সহেজ পাব পািৰ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, আিম পাওঁ েয

[৩; ৭, ১৫] = ৩+
১

৭+
১
১৫

= ৩+
১

১০৬
১৫

= ৩+
১৫
১০৬ =

৩৩৩
১০৬ ।

িবপৰীতকৰ্েম, সু্কলৰ পাঠয্পুিথত েপাৱা িবভাজন এলগিৰদম্ (Division Algorithm), মােন

ভাজয্ = ভাগফল × ভাজক + ভাগেশষ,
(dividend = quotient × divisor + remainder)

সূতৰ্েটাৰ ধাৰাবািহক পৰ্েয়াগৰ (িযেটা ‘ইউিক্লডীয় এলগিৰদম্’ িহচােপ পিৰিচত) সহায়ত িযেকােনা পিৰেময় সংখয্ােক এটা সৰল
অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপৈল িনব পািৰ। ধৰা হওক ৩৩৩/১০৬ সংখয্ােটাক সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপত পৰ্কাশ কিৰব লােগ।
ভাজয্ = ভাগফল × ভাজক + ভাগেশষ সূতৰ্েটাত পৰ্থম ঢাপত ভাজয্ = ৩৩৩ আৰু ভাজক = ১০৬ ৈল আিম পাওঁ েয
৩৩৩ = ৩× ১০৬+ ১৫। এিতয়া িদব্তীয় ঢাপত ভাজয্ = ১০৬ আৰু ভাজক = ১৫ ৈল পাওঁ েয ১০৬ = ৭× ১৫+ ১। তৃতীয়
ঢাপত ভাজয্ = ১৫ আৰু ভাজক = ১ ৈল পাওঁ ১৫ = ১৫× ১+ ০। িযেহতু এইবাৰ ভাগেশষ ০ েপাৱা গ’ল, গিতেক িবভাজন
এলগিৰদমৰ ধাৰাবািহকতাও তােতই অন্ত পিৰল। গিতেক এলগিৰদমেটাৰ ঢাপেকইটা হ’ল

৩৩৩ = ৩× ১০৬+ ১৫
১০৬ = ৭× ১৫+ ১
১৫ = ১৫× ১+ ০।

েদখা যায় েয এই পৰ্িকৰ্য়াত কৰ্মানুসােৰ েপাৱা ভাগফলেবােৰই হ’ল আৰম্ভিণৰ ভাজয্ আৰু ভাজকৰদব্াৰা সৃষ্ট ভগ্নাংশেটাৰ অিবৰত
ভগ্নাংশৰ আংিশক হৰ। িযেহতু ভাজয্ = ৩৩৩ আৰু ভাজক = ১০৬ ৰ েক্ষতৰ্ত কৰ্মানুসােৰ েপাৱা ভাগফলেবাৰ ৈহেছ ৩, ৭,
আৰু ১৫, গিতেক ৩৩৩/১০৬ ৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপেটা হ’ব [৩; ৭, ১৫]। িঠক এেকদেৰ িযেকােনা পিৰেময় সংখয্ােক
ইউিক্লডীয় এলগিৰদমৰ সহায়ত সসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশত পৰ্কাশ কিৰব পািৰ।

ওপৰত কৰা আেলাচনাৰ পৰা আিম জািনব পািৰেলা েয িযেকােনা সসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ এটা পিৰেময় সংখয্াৈল
পিৰৱিতর্ত কিৰব পািৰ আৰু িযেকােনা পিৰেময় সংখয্ােক সসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশত পৰ্কাশ কিৰব পািৰ। গিতেক এটা
সংখয্াৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপেটা যিদ অসীম হয় েতেন্ত েসই সংখয্ােটা অপিৰেময় হ’বই লািগব। অথর্াৎ, আিম পিৰেময়
সংখয্া আৰু অপিৰেময় সংখয্া জািনবৰ িনিমেত্ত সতেত পাই অহা p/q আকাৰৰ ধাৰণােটাতৈক েবেলগ ধৰণৰ ধাৰণা জিড়ত থকা
পদ্ধিত এেকাটা পােলাঁ। সংেক্ষপেত, সংখয্া এটাক সসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশত পৰ্কাশ কিৰব পািৰেল পিৰেময় আৰু অসীম
সৰল অিবৰত ভগ্নাংশত পৰ্কাশ কিৰব পািৰেল অপিৰেময়।

ধৰা হওক এই ধাৰণাৰ আধাৰত
√
২ সংখয্ােটা অপিৰেময় বুিল পৰ্মাণ কিৰব লােগ। আিম

√
২ -ৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ

ৰূপেটা অসীম বুিল িনণর্য় কিৰব লােগ। িযেহতু
√
২ ৰ মানেটা ১ আৰু ২ ৰ মাজত আেছ (িকয়েনা

√
১ <

√
২ <

√
৪, অথর্াৎ

১ <
√
২ < ২), গিতেক আিম

√
২ েটাক

√
২ = ১+ (

√
২− ১) বুিল িলিখেল

√
২− ১ েটা ১ তৈক সৰু হ’ব। এিতয়া আিম

তলত িদয়া ধৰেণ আগবািঢ়ব পােৰাঁ;

√
২ = ১+ (

√
২− ১) = ১+ (

√
২− ১)(

√
২+ ১)√

২+ ১
= ১+ ২− ১√

২+ ১
= ১+ ১√

২+ ১
। (৫)
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িযেহতু ১ <
√
২ < ২, গিতেক ২ <

√
২+ ১ < ৩ আৰু েসেয়েহ

√
২+ ১ = ২+ (

√
২− ১) = ২+ (

√
২− ১)(

√
২+ ১)√

২+ ১
= ২+ ১√

২+ ১
। (৬)

উপিৰউক্ত
√
২+ ১ -ৰ ৰািশেটা সমীকৰণ (৫) ত বহুৱাই পাওঁ েয

√
২ = ১+ ১

২+ ১√
২+ ১

।

যিদ আেকৗ এবাৰ (৬) পৰ্েয়াগ কৰা যায়, েতেন্ত
√
২ = ১+ ১

২+ ১

২+ ১√
২+ ১

।

যিদ পুনঃ পুনঃ (৬) পৰ্েয়াগ কৰা যায় েতেন্ত আিম পাওঁ েয
√
২ = ১+ ১

২+ ১

২+ ১

২+ ১
২+ · · ·

।

অথর্াৎ,
√
২-ৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপেটা হ’ল

√
২ = [১; ২, ২, ২, ২, · · · ], িযেটা এটা অসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ।

গিতেক
√
২ হ’ল এটা অপিৰেময় সংখয্া।

িঠক এেকদেৰ ১+
√
৫

২ , িযেটা ‘েসাণালী অনুপাত’ িহচােপ পিৰিচত আৰু গৰ্ীক আখৰ φ -েৰ বুেজাৱা হয়, তাৰ অপিৰেময়তাও
সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ সহায়ত সহেজ পৰ্মাণ কিৰব পািৰ। িযেহতু ২ <

√
৫ < ৩, গিতেক ৩ < ১+

√
৫ < ৪ আৰু েসেয়েহ

১.৫ < φ < ২। গিতেক φ = ১+ (φ− ১), য’ত φ− ১ -েটা এটা ১ -তৈক সৰু ধনাত্মক সংখয্া। এিতয়া,

φ =
১+

√
৫

২ = ১+ (φ− ১) = ১+
(
১+

√
৫

২ − ১
)

= ১+
√
৫− ১
২ = ১+ (

√
৫− ১)(

√
৫+ ১)

২(
√
৫+ ১)

= ১+ ২√
৫+ ১

= ১+ ১√
৫+ ১
২

= ১+ ১
φ
।

গিতেক পৰ্িকৰ্য়ােটা পুনঃ পুনঃ পৰ্েয়াগ কিৰ আিম পাওঁ েয

φ = ১+ ১

১+ ১

১+ ১
১+ · · ·

।

অথর্াৎ, φ-ৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশৰ ৰূপেটা হ’ল φ = [১; ১, ১, ১, · · · ], িযেটা এটা অসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ। গিতেক

েসাণালী অনুপাত φ =
১+

√
৫

২ হ’ল এটা অপিৰেময় সংখয্া।

উপিৰউক্ত পদ্ধিতেকই বয্ৱহাৰ কিৰ িদব্ঘাত কৰণীজাতীয় (quadratic surd) সংখয্ােবাৰ েয অপিৰেময় েসয়া পৰ্মাণ কিৰব
পািৰ। িপেছ e, π, আিদ সংখয্াৰ অপিৰেময়তাৰ পৰ্মাণ এেকই পদ্ধিতেৰ কিৰব েনাৱািৰ। কাৰণ

√
২, φ, আিদক সৰল অিবৰত

ভগ্নাংশৈল ৰূপান্তৰ কেৰাঁেত েযেনৈক
√
২ − ১,

√
৫ − ১, আিদক সংযুক্ত কৰণীেৰ (conjugate surd) পূৰণ কিৰ লব/হৰৰ

পিৰেময়কৰণ (rationalization of the numerator/denominator) কৰা ৈহিছল, েতেনধৰণৰ পিৰেময়কৰণ e, π, আিদৰ
েক্ষতৰ্ত কিৰব েনাৱািৰ।
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অপিৰেময় e : অয়লাৰৰ পৰ্মাণ

অিবৰত ভগ্নাংশ সম্পকর্ীয় অয়লাৰৰ পৰ্থমখন গেৱষণা-পতৰ্ আিছল ‘De Fractionibus Continuis Dissertatio’, িযখন েতওঁ
১৭৩৭ চনত িলিখিছল যিদও ১৭৪৪ চনতেহ National Academy of St. Petersburg-ৰ দব্াৰা পৰ্কািশত ‘Commentarii
Academiae Scientiarum Petropolitanae’ নামৰ পিতৰ্কাত পৰ্কাশ ৈহিছল। উেল্লখনীয় েয েসইখনৰ Myra F. Wyman আৰু
Bostwick F. Wyman-ই ইংৰাজীৈল কৰা ভাঙিন ‘An essay on continued fractions’ গেৱষণা-পিতৰ্কা ‘Mathematical
Systems Theory’-ত ১৯৮৫ চনত পৰ্কাশ ৈহিছল (পৰ্সঙ্গ সূতৰ্ [১])। এই গেৱষণা-পতৰ্েত অয়লােৰ e েয অপিৰেময় েসয়া পৰ্মাণ
কিৰিছল (পৰ্সঙ্গ সূতৰ্ [৩])। অয়লােৰ পৰ্থেম e,

√
e, (e − ১)/২ আিদৰ আসন্নমানৰ সৰল অিবৰত ভগ্নাংশেবাৰৰ িনিদর্ষ্ট আিহর্

এেকাটা লক্ষয্ কিৰেল। যথা,

e ≈ ২.৭১৮২৮১৮২৮৪৫৯০৪

= ২+ ১

১+ ১

২+ ১

১+ ১

১+ ১

৪+ ১

১+ ১

১+ ১

৬+
১

১+ etc.

,

√
e ≈ ১.৬৪৮৭২১২৭০৭

= ১+ ১

১+ ১

১+ ১

১+ ১

৫+
১

১+ ১

১+ ১

৯+
১

১+ ১

১+ ১
১৩+ etc.

,

e− ১
২ ≈ ০.৮৫৯১১৪০৯১৪২২৯৫

= ০+
১

১+ ১

৬+
১

১০+
১

১৪+ ১

১৮+
১

২২+ ১

২৬+
১

৩০+
১

৩৪+ ১
৩৮+ etc.

।
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উপিৰউক্ত িতিনওটা অিবৰত ভগ্নাংশৰ পৰ্সাৰণত etc. শŀেটা িলখা ৈহেছ যিদও পৰ্সাৰণেকইটা িকন্তু সসীমেহ (িকয়েনা
২.৭১৮২৮১৮২৮৪৫৯০৪, ১.৬৪৮৭২১২৭০৭ আৰু ০.৮৫৯১১৪০৯১৪২২৯৫ পিৰেময় সংখয্ােহ)। পৰ্থম পৰ্কাশেটাৰ আংিশক
হৰেবাৰৰ কৰ্ম ১, ২, ১, ১, ৪, ১, ১, ৬, ১- ৰ ২, ৪, ৬, সমান্তৰ পৰ্গিতত আেছ যিদও মােজ মােজ দুটাৈক ১ েসামাই
আেছ। িঠক েতেনৈক িদব্তীয় পৰ্কাশেটাৰ আংিশক হৰেবাৰৰ কৰ্ম ১, ১, ১,৫, ১, ১, ৯, ১, ১, ১৩ -ৰ ১,৫, ৯, ১৩, সমান্তৰ পৰ্গিতত
আেছ যিদও িসহঁতৰ মাজেতা দুটাৈক ১ েসামাই আেছ। িকন্তু তৃতীয় পৰ্কাশেটাৰ আংিশক হৰেবাৰৰ িদব্তীয় স্থানৰ পৰা আৰম্ভ
েহাৱা কৰ্েম ৬, ১০, ১৪, ১৮, ২২, ২৬,৩০,৩৪,৩৮ সমান্তৰ পৰ্গিতত আেছ। ইয়াৰ িপছত অয়লােৰ আচল e,

√
e, e− ১

২ আিদৰ

সৰল অিবৰত ভগ্নাংশেবাৰ েয অসীম েসয়া পৰ্মাণ কিৰেল। আেমাদজনকভােব েসয়া েতওঁ অৱকলজ সমীকৰণৰ (Differential
Equation) সহায় ৈল সম্পন্ন কিৰেল। সিবেশষ িবৱৰণৰ বােব আগৰ্হী পাঠেক ইিতমেধয্ উেল্লখ কৰা অয়লাৰৰ গেৱষণা-পতৰ্খন
অথবা ভাঙিণখন পিঢ়ব পােৰ। তলত অয়লাৰৰ কামৰ সাৰাংশেহ িদয়া হ’ল।

অিবৰত ভগ্নাংশৰ িবেশ্লষেণেৰ অয়লােৰ েদখুৱােল েয যিদেহ

q =
a

p
+

১
৩a
p

+
১

৫a
p

+
১

৭a
p

+
১

৯a
p

+ · · ·

, (৭)

েতেন্ত adq + q২dp = dp অৱকলজ সমীকৰণেটা িসদ্ধ হয়। আেকৗ, এই অৱকলজ সমীকৰণেটাৰ চলক িনলগন কিৰেল হয়

adq

১− q২
= dp,

যাক অনুকলন কিৰ আিম পাওঁ েয
a

২ log ১+ q

১− q
= p ।

অলপ সৰল কিৰেল েপাৱা যায়

e২p/a =
q + ১
q − ১ = ১+ ২

q − ১। (৮)

এিতয়া (৭) -ৰ q-ৰ পৰ্সাৰণ (৮)-ত বয্ৱহাৰ কিৰ েপাৱা যায়

e২p/a = 1 +
২

a− p

p
+

১
৩a
p

+
১

৫a
p

+
১

৭a
p

+
১

৯a
p

+ · · ·

। (৯)

উপিৰউক্ত পৰ্সাৰণত যিদেহ p = ১ আৰু a = ২ েলাৱা যায়, েতেন্ত

e = ১+ ২

১+ ১

৬+
১

১০+
১

১৪+ ১
১৮+ · · ·

।
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অথর্াৎ,

e− ১
২ = ০+

১

১+ ১

৬+
১

১০+
১

১৪+ ১
১৮+ · · ·

,

িযেটা হ’ল e− ১
২ -ৰ অসীম সৰল অিবৰত ভগ্নাংশ। গিতেক e− ১

২ অপিৰেময়। িযেহতু e− ১
২ অপিৰেময়, গিতেক e ও

অপিৰেময়। উেল্লখনীয় েয (৯)-ত a আৰু p-ৰ েবেলগ েবেলগ মান বহুৱাই e-ৰ অনয্ানয্ ঘাত িকছুমােনা অপিৰেময় বুিল েদখুৱাব
পািৰ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, p = ১, a = ৪ ৈল

√
e আৰু p = ১, a = ৬ ৈল e১/৩ েয অপিৰেময় সহেজ েদখুৱাব পািৰ। গিতেক

অয়লােৰ e-ৰ অপিৰেময়তা পৰ্মাণ কিৰবৈল ৈগ তাৰ সাধাৰণ ঘাতেৰা অপিৰেময়তা পৰ্মািণত েহাৱাৈক পদ্ধিত আিৱষ্কাৰ কিৰেল।
ইয়াৰ দব্াৰাই মহান গিণতজ্ঞগৰাকীৰ অসাধাৰণ িচন্তাশিক্তৰ আভাস পাব পািৰ৷

সব্িবেৰাধী পদ্ধিতৰদব্াৰা e-ৰ অপিৰেময়তা

পৰ্খয্াত ফৰাচী গিণতজ্ঞ েযােচফ ফুিৰেয়ই (Jean-Baptiste Joseph Fourier, ১৭৬৮–১৮৩০) পৰ্থমবাৰৰ বােব সব্িবেৰাধী
পদ্ধিতৰদব্াৰা e-ৰ অপিৰেময়তা পৰ্মাণ কেৰ। উেল্লখেযাগয্ েয ফুিৰেয়ইৰ পৰ্মাণেটা আন এগৰাকী সমসামিয়ক ফৰাচী গিণতজ্ঞ
িনেকালাচ ডা েষ্টনিভেলেহ (পৰ্সঙ্গ সূতৰ্ [৪]) এখন িকতাপত ১৮১৫ চনত পৰ্থম পৰ্কাশ কিৰিছল। ফুিৰেয়ইৰ পৰ্মাণেটাৰ সামানয্
উন্নিতসাধেনেৰ ১৯৮৭ চনত েমকিডিভট আৰু য়ানািগচাৱাই (পৰ্সঙ্গ সূতৰ্ [২]) আগবেঢ়াৱা পৰ্মাণেটা তলত আগবেঢ়াৱা হ’ল।

পৰ্থেম আিম মন কেৰাঁ েয e েটা হ’ল ২-তৈক ডাঙৰ িকন্তু ৩-তৈক সৰু এটা সংখয্া। িযেহতু ২ আৰু ৩ ৰ মাজত েকােনা
অখণ্ড সংখয্া নাই, গিতেক e অখণ্ড সংখয্া নহয়। ধৰা হওক e পিৰেময় আৰু e = p/q , য’ত p আৰু q অখণ্ড সংখয্া আৰু
q শূনয্ নহয়। মন কিৰবলগীয়া েয q েটা ১ হ’ব েনাৱােৰ, কাৰণ q = ১ হ’েল e = p হ’ব লািগব আৰু েতিতয়া p েটা িযেহতু
এটা অখণ্ড সংখয্া গিতেক e েটাও অখণ্ড সংখয্া হ’ব, িযেটা শুদ্ধ নহয়। গিতেক q এটা ১ তৈক ডাঙৰ অখণ্ড সংখয্া। এটা সংখয্া
x তলত িদয়া ধৰেণ িবেবচনা কৰা হওক;

x = q!

{
e−

(
১+ ১

১! +
১
২! +

১
৩! + · · ·+ ১

(q − ১)! +
১
q!

)}
। (১০)

এিতয়া (১০)-ত e = p/q বহুৱাই পাওঁ েয

x = q!

{
p

q
−
(
১+ ১

১! +
১
২! +

১
৩! + · · ·+ ১

(q − ১)! +
১
q!

)}
= p× (q − ১)!−

(
q! +

q!

১! +
q!

২! +
q!

৩! + · · ·+ q!

(q − ১)! +
q!

q!

)
= p× (q − ১)!− {q! + q! + q × (q − ১)× · · · ৪× ৩+ q × (q − ১)× · · · × ৫× ৪+ · · ·+ q + ১} ।

িযেহতু েশষৰ পৰ্কাশেটাৰ পৰ্িতেটা ৰািশেয়ই এেকাটা অখণ্ড সংখয্া, গিতেক x এটা অখণ্ড সংখয্া।
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পুনৰ (১০)-ত e -ৰ সূতৰ্ (১) বহুৱাই পাওঁ েয

x = q!

{(
১+ ১

১! +
১
২! +

১
৩! + · · ·+ ১

(q − ১)! +
১
q!

+
১

(q + ১)! · · ·
)

−
(
১+ ১

১! +
১
২! +

১
৩! + · · ·+ ১

(q − ১)! +
১
q!

)}

=
q!

(q + ১)! +
q!

(q + ২)! +
q!

(q + ৩)! +
q!

(q + ৪)! + · · ·

=
১

(q + ১) +
১

(q + ১)(q + ২) +
১

(q + ১)(q + ২)(q + ৩) +
১

(q + ১)(q + ২)(q + ৩)(q + ৪) + · · · ।

িযেহতু েশষৰ পৰ্কাশেটাৰ পৰ্িতেটা ৰািশেয়ই ধনাত্মক, গিতেক x-ও ধনাত্মক। গিতেক আিম পােলা েয x হ’ল এটা ধনাত্মক অখণ্ড
সংখয্া। আেকৗ, উপিৰউক্ত সমতাৰ দুেয়াফােল q + ১-েৰ পূৰণ কিৰ আৰু

১
q + ১ >

১
q + ২ ,

১
q + ২ >

১
q + ৩ ,

১
q + ৩ >

১
q + ৪ ,

ইতয্ািদ অসমতােবাৰ পৰ্েয়াগ কিৰ পাওঁ েয

x(q + ১) = ১+ ১
(q + ২) +

১
(q + ২)(q + ৩) +

১
(q + ২)(q + ৩)(q + ৪) + · · ·

< ১+ ১
(q + ১) +

১
(q + ১)(q + ২) +

১
(q + ১)(q + ২)(q + ৩) + · · ·

< ১+ x ।

েসেয়েহ, xq+ x < ১+ x, অথর্াৎ, xq < ১। িযেহতু x আৰু q দুেয়াটাই ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া, েসেয়েহ িসহঁত দুটাৰ পূৰণফল
১-তৈক সৰু েহাৱােটা অসম্ভৱ। িযেহতু e সংখয্ােটা পিৰেময় বুিল ধিৰ েলাৱাৰ বােবেহ এেন এটা অসম্ভৱ িসদ্ধান্ত েপাৱা ৈহেছ,
গিতেক e পিৰেময় হ’বই েনাৱােৰ। অথর্াৎ, e েয অপিৰেময় েসয়া পৰ্মািণত হ’ল।
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