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Topology (সংিস্থিত িবজ্ঞান) ৈহেছ গিণত িশক্ষাৰ এটা অিত
গুৰুতব্পূণর্ আৰু অিভন্ন অংগ। ‘Topology’ শŀেটা ৈহেছ এটা
গৰ্ীক (Greek) শŀ, িযেটা আন দুটা গৰ্ীক শŀ ‘Topos’ মােন
স্থান (place) আৰু ‘logos’ মােন অধয্য়ন (study)-ৰ সমিষ্ট।
সংিস্থিত িবজ্ঞান বা Topology ৰ িবষেয় িকছু কথা জনাৰ
আগেত আিম পৰ্থমেত এইেটা জািন লওঁ েয, গিণত িশক্ষাৰ
এই গুৰুতব্পূণর্ অংগেটাত িকহৰ িবষেয় বা িক অধয্য়ন কৰা
হয়। আৰম্ভ কেৰাঁ এটা সাধাৰণ পৰ্শ্নৰ পৰা। তলৰ ছিবেবাৰৰ
েকানেটা বাকীেবাৰতৈক পৃথক?

িচতৰ্ - 1

উত্তৰেটা অিত সহজ, েসইেটা হ’ল েশষৰেটা। িকন্তু এইেটা
বুজােটা সহজ নহয় েয বাকী ছিবেকইটাৰেনা এেন িক সাধাৰণ
ৈবিশষ্টয্ আেছ িযেটা েশষৰেটাৰ নাই। ইয়াৰ এটা সেন্তাষজনক
বয্াখয্া Topology বা সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ ভাষাত িদব পািৰ।

অকণমান বহলাই েকাৱা যাওক। ইউিক্লডীয় জয্ািমিতত, যিদ
আিম এটা িতৰ্ভুজ আেকাঁ, যাৰ বাহুেবাৰৰ ৈদঘর্য্ ৩, ৪ আৰু
৫ ইিঞ্চ (inch), েতিতয়া আিম জােনা েয এটা েকাণৰ মান
৯০◦। আৰু িযেকােনা িতৰ্ভুজৰ যাৰ বাহুেবাৰৰ ৈদঘর্য্ ৩, ৪
আৰু ৫ ইিঞ্চ, তাৰ এটা েকাণ থািকবই যাৰ মান ৯০◦ হ’ব।
ইয়াৰ কাৰণ হ’ল এই েগােটইেবাৰ িতৰ্ভুজ সবর্াংগসম (con-
gruent) হয়। িতৰ্ভুজেবাৰ েকান স্থানত আেছ বা িক িদশত

আেছ, েসই কথােটা জয্ািমিত অধয্য়ন কৰা মানুহ (geome-
ter) এজনৰ বােব গুৰুতব্হীন। িকন্তু এেকটা কথাই এজন
অৱেলাকন কৰা মানুহৰ (surveyor) কাৰেণ গুৰুতব্পূণর্ হ’ব
পােৰ। গিতেক েমাটামুিটভােব ক’ব পািৰ েয জয্ািমিত অধয্য়ন
কৰা মানুহৰ েচাৱাৰ ধৰণ (দৃিষ্টভংগী) অৱেলাকন কৰা মানুহৰ
েচাৱাৰ ধৰণতৈক উচ্চ (higher)। এজন অৱেলাকন কৰা
মানুহৰ বােব তলৰ িতৰ্ভুজেকইটাৰ মাজত িকবা হ’েলও পাথর্কয্
আেছ, িকন্তু জয্ািমিত অধয্য়ন কৰা মানুহৰ বােব েকােনা পাথর্কয্
নাই।

িচতৰ্ - 2

এইবাৰ িকছুমােন েচাৱাৰ ধৰণ আৰু িকছু ওপৰৈল ৈল যাব
পােৰ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, িকছুমানৰ দৃিষ্টভংগীত তলৰ ছিবেবাৰৰ
মাজত েকােনা পাথর্কয্ নাই, েতওঁেলাকৰ বােব েগােটইেবাৰ
এেকধৰণৰ।

িচতৰ্ - 3
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আৰু অলপ ওপৰৰ দৃিষ্টভংগীত,

িচতৰ্ - 4

ওপৰৰ ছিবেবাৰৰ মাজত িকন্তু চকুত লগাৈক পাথর্কয্ েদখা যায়।
িকন্তু আিম যিদ ছিবেবাৰ ৰবৰৰ টুকুৰা এটাত আেকাঁ, েতেন্ত
আিম ৰবৰৰ টুকুৰােটাক অকণমান টািন, েহঁিচ বা েবঁকা কিৰ
এটা ছিবৰ পৰা আনেটা ছিব পাব পােৰাঁ। ওপৰৰ ছিবেকইটাক
আমাৰ সুিবধাৰ বােব আিম আন এক ধৰেণ তলত আঁিক লওঁ:

িচতৰ্ - 5

এইেয ওপৰৰ বাকয্েকইশাৰী, েসয়াই হ’ল Topology
বা সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ মূল িবষয়বস্তু। গিণতত সংিস্থিত িবজ্ঞান
হ’ল এেনকুৱা এটা শাখা বা ভাগ য’ত িচতৰ্ 4 ত থকা
আকাৰেবাৰৰ মাজত েকােনা পাথর্কয্ নাই। অথর্াৎ িসহঁতৰ মাজত
থকা পাথর্কয্িখিন গুৰুতব্হীন, েযেনৈক জয্ািমিতত িচতৰ্ 2 ত থকা
আকাৰেবাৰৰ পাথর্কয্ গুৰুতব্হীন আিছল।

আিম যিদ আকৃিত সেলাৱা (deformation) পৰ্িকৰ্য়ােটা
অকণমান আগুৱাই ৈল যাওঁ েতেন্ত আিম তলত িদয়া আকৃিতেবাৰ
পাব পােৰাঁ, য’ত আৰু আিম িতৰ্ভুজৰ উপিস্থিত েদখা নাপাম।

িচতৰ্ - 6

অথবা

িচতৰ্ - 7

গিতেক সংিস্থিত িবজ্ঞান অধয্য়ন কৰা এজন মানুহৰ চকুত
তলৰ েগােটইেবাৰ আকৃিত এেক।

িচতৰ্ - 8

এিতয়া েবাধহয় পৰ্থমেত েসাধা পৰ্শ্নেটাৰ উত্তৰ আিম িদব
পৰা হ’েলাঁ।

েযেনৈক আিম কওঁ েয িচতৰ্ 2 ত থকা িতৰ্ভুজেকইটা
জয্ািমিতকভােব সমতুলয্ (geometrically equivalent) বা
সবর্াংগসম, িঠক েতেনৈক িচতৰ্ 8 ত থকা আকৃিতেকইটা সংিস্থিত
িবজ্ঞানত সাংিস্থিতকভােব সমতুলয্ (topologically equiva-
lent)। আেকৗ েযেনৈক ৰবৰৰ টুকুৰা এটাক টািন বা েহঁিচ
বা েবঁকা কিৰ আিম িবিভন্ন আকৃিতৈল পিৰবতর্ন কিৰব পােৰাঁ,
িঠক েতেনৈক সংিস্থিত িবজ্ঞানত িযেকােনা এটা আকৃিতক টািন
বা েহঁিচ বা েবঁকা কিৰ আিম আন এটা সমতুলয্ আকৃিত পাব
পােৰাঁ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, আিম বগর্ এটাৰ পৰা আকৃিত সলিন
কিৰ তলৰ আকৃিতেবাৰ (সমতুলয্) পাব পােৰাঁ।

িচতৰ্ - 9

িকন্তু আিম িযমােনই নাটােনা বা েবঁকা নকেৰাঁ িকয়, আিম
েকিতয়াও তলত িদয়া ধৰণৰ বন্ধ বলয় (closed ring) এটা
পাব েনাৱােৰাঁ।
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িচতৰ্ - 10

েসইেটা পাবৈল হ’েল আিম িচতৰ্ 9 ৰ েশষৰ ছিবখনত িকবা
এটা েবেলগ, েযেনদেৰ মূৰ দুটা আঠা লগাই িদয়াৰ িনিচনা
কাম কিৰব লািগব। গিতেক সংিস্থিত িবজ্ঞানত এটা বগর্ আৰু
এটা বন্ধ বলয় সাংিস্থিতকভােব সমতুলয্ নহয়। িসহঁত সংিস্থিত
িবজ্ঞানৰ চকুত িভন্ন, েযেনদেৰ জয্ািমিতত এটা বগর্ আৰু এটা
িতৰ্ভুজ িভন্ন।

এেকদেৰ বগর্ এটাক টািন তলত িদয়া ধৰণৰ কিৰব পািৰ।

িচতৰ্ - 11

িকন্তু তলত িদয়া ধৰণৰ দুটা িতৰ্ভুজ পাবৈল হ’েল, আিম
ৰবৰ টুকুৰাক িচিঙ দুটুকুৰা কিৰব লািগব।

িচতৰ্ - 12

গিতেক এই িতৰ্ভুজ দুটা এেকলেগ এটা বগর্ৰ সমতুলয্
(topologically equivalent) হ’ব েনাৱােৰ।

এিতয়া পৰ্শ্ন হ’ল, এই েগােটই কথািখিনৰ লগত অংকৰ
সম্পকর্ ক’ত? ৰবৰৰ টুকুৰা এটা টনা বা েবঁকা কৰােটা এটা
গািণিতক পৰ্িকৰ্য়া (mathematical operation) েকােনামেতই

নহয়। িকন্তু িচতৰ্ 5, িচতৰ্ 6 আৰু িচতৰ্ 7 ৰ ছিবেবােৰ আমাক
সাংিস্থিতক সমতুলয্তাৰ সংজ্ঞা গািণিতকভােব িদয়াত সহায়
কেৰ, বা সংজ্ঞা গািণিতকভােব েকেনৈকেনা িদব লােগ তাৰ এটা
মৃদু আভাস িদেয়। আিম এিতয়া িচতৰ্ 5 ৰ পৰ্থমেটা আৰু িচতৰ্
6 ৰ এেকবােৰ েশষৰ ছিব দুটাৰ ওপৰত আেলাকপাত কেৰাঁ।

িচতৰ্ - 13

িতৰ্ভুজ T ৰ আকৃিত সলিন কিৰ কাঁহী (disc) ∆ পাওঁেত
আচলেত আিম T ৰ িবনু্দ a, b, c, . . . আৰু ∆ ৰ িবনু্দ
a′, b′, c′, . . . সমূহৰ মাজত কৰ্েম এটা এৈককী আৰু আচ্ছাদক
ফলন (Bijection) ϕ : T → ∆ পাওঁ। িযেহতু আমাৰ আকৃিত
সলিন কৰাৰ িনয়মত িছিঙ িদয়া (tearing) বা েযাৰা লেগাৱা
(gluing) িনেষধ, গিতেক যিদেহ T ৰ এটা িবনু্দ x আন এটা
িবনু্দ f ৰ ফােল অগৰ্সৰ হয়, েতেন্ত ∆ ত x ৰ পৰ্িতিবমব্
(image/corresponding point) x′ িবনু্দেটা f ৰ পৰ্িতিবমব্
f ′ ৰ ফােল অগৰ্সৰ হয়। েতেনৈক ওেলাটােটাও হয়, মােন
∆ ত যিদ েকােনাবা এটা িবনু্দ আনেটাৰ ফােল অগৰ্সৰ হয়
েতেন্ত T ত িসহঁতৰ আিদ পৰ্িতিবমব্েবাৰ (inverse image)
পৰ্থমেটা, িদব্তীয়েটাৰ ফােল অগৰ্সৰ হ’ব। গািণিতক ভাষাত
ϕ : T → ∆ আৰু ϕ−1 : ∆ → T দুেয়াটাই অিবিচ্ছন্ন
(continuous)। িযেহতু সংিস্থিত িবজ্ঞানত িঠক ৰবৰ এটুকুৰাৰ
িনিচনা িনিছঙা আৰু েযাৰা নলেগাৱাৈক আকৃিত পিৰবতর্ন কিৰব
পািৰ, েসইবােব এই িবষয়েটাক বহুেত ‘rubber sheet ge-
ometry’ বুিলও কয়।

সংিস্থিত িবজ্ঞান অধয্য়ন কৰা মানুহেবাৰৰ মাজত এটা কথা
বৰৈক পৰ্চিলত েয, এওঁেলােক কিফ কাপ (coffee cup) আৰু
ড’নাটৰ (doughnut) মাজত েকােনা পাথর্কয্ েদখা নাপায়,
কাৰণ তলত েদখুওৱা ধৰেণ সংিস্থিত িবজ্ঞানত এটা কিফ কাপৰ
পৰা ড’নাট পাব পািৰ।
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িচতৰ্ - 14

সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ আৰু এটা সাধাৰণ পৰ্শ্ন হ’ল, ইংৰাজী
বণর্মালাৰ েকানেবাৰ বণর্ এটা আনেটাৰ সাংিস্থিতকভােব
সমতুলয্? েদখা যায় েয আিম ইংৰাজী বণর্মালাক সমতুলয্তাৰ
আধাৰত তলত িদয়া ধৰেণ ভাগ কিৰব পােৰাঁ।

{A,R}, {B}, {C,G, I, J, L,M,N, S, U, V,W,Z},

{D,O}, {E,F, T, Y }, {H,K}, {P,Q}, {X}.

সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ আৰম্ভিণেনা েকেনৈক ৈহিছল? আৰম্ভিণৰ
পৰা এিতয়াৈলেক বহুেতা িবখয্াত গিণতজ্ঞ এই িবষয়েটাৰ
িবৱতর্নৰ লগত জিড়ত। পৰ্থেম ‘Topology’ শŀেটা বয্ৱহাৰ
কৰাৰ বােব জামর্ান গিণতজ্ঞ য়হান েবেনিডক্ট িলিষ্টঙক (Johann
Benedict Listing, ২৫ জুলাই, ১৮০৮ চন – ২৪ িডেচমব্ৰ,
১৮৮২ চন) কৃিততব্ িদব লািগব। যিদওবা েতওঁৰ অৱদান খুব
েবিছ নািছল, তথািপ েতওঁৰ ১৮৪৭ চনৰ গেৱষণা-পতৰ্ ‘Vorstu-
dien zur Topologie’ৰ বােব েতওঁক সদােয়ই স্মৰণ কৰা হয়,
য’ত েতওঁ পৰ্থমবাৰ ‘Topologie’ (ইংৰাজীত ‘Topology’)
শŀেটা জিড়ত কিৰিছল।

আিজৰ যুগৰ গিণতজ্ঞসকেল ফৰাচী গিণতজ্ঞ অঁিৰ
পইনকােৰৰ (Henri Poincaré, ২৯ এিপৰ্ল, ১৮৫৪ চন –
১৭ জুলাই, ১৯১২ চন) ১৮৯৫ চনত পৰ্কািশত েহাৱা িবখয্াত
গেৱষণা-পতৰ্ ‘Analysis Situs’ খনৰ পাছেৰ পৰা সংিস্থিত
িবজ্ঞানক গিণতৰ এটা পৃথক শাখা িহচােপ গণয্ কিৰব েখােজ।
যিদওবা িবষয়েটাৰ িকছুমান িবষয়বস্তুৰ ধাৰণা িকন্তু বহুেতা
গিণতজ্ঞই বহু আগেৰ পৰা অধয্য়ন বা বয্ৱহাৰ কিৰ আিহিছল।

ইয়াৰ আৰম্ভিণ িহচােপ ওঠৰ শিতকাৰ িবখয্াত ‘কিনগ্ ছবাগর্
বৰ্ীজ পৰ্বেলম’েক (Königsberg Bridge Problem) ধিৰব
পািৰ। যাৰ পৰা গিণতৰ আন এটা শাখা ‘েলখ তত্তব্’ৰ (Graph
Theory) উৎপিত্ত ৈহিছল। কিনগ্ ছবাগর্ (এিতয়া কিলিননেগৰ্ড,
Kaliningrad, ৰািছয়া) ৈহেছ পুৰিণ পৰ্ুিছয়ান চহৰ, িয পৰ্ােগল
(Praegel) এিতয়াৰ েপৰ্গ’লয্া (Pregolya) নামৰ নদীখনৰ
পাৰত অৱিস্থত।
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ছিবত েদখুওৱা ধৰেণ চহৰখনত সাতখন দলং বয্ৱহাৰ
কিৰিছল নদীখন পাৰ হ’বৈল। পৰ্শ্নেটা আিছল েকােনাবাই
সােতাখন দলং মাতৰ্ এবাৰৈক বয্ৱহাৰ কিৰ চহৰখন পাৰ
ৈহ যাব পািৰব েন েনাৱােৰ। ছুইজাৰেলণ্ডৰ গিণতজ্ঞ িলওনাডর্
অইলােৰ (Leonhard Euler, ১৫ এিপৰ্ল, ১৭০৭ চন – ১৮
েছেপ্তমব্ৰ, ১৭৮৩ চন) পৰ্থেম সমাধান আগবঢ়াইিছল েয এইেটা
সম্ভৱ নহয়। ১৭৩৬ চনত েতওঁৰ সমাধানেটা পৰ্কাশ কিৰিছল
ৰািছয়াৰ েছইণ্ট িপটাৰ্ ছবাগর্ৰ িবখয্াত একােডমী অব ছােয়ন্সৰ
(Academy of Science) জােনর্লত যাৰ িশেৰানাম আিছল ‘So-
lutio problematis ad geometriam situs pertinentis’
(The solution of a problem related to the geometry
of Position)। গেৱষণা-পতৰ্খনৰ িশেৰানামেটাৰ পৰা অনুমান
কিৰব পািৰ েয অইলােৰ জািনিছল েয েতওঁ এেনকুৱা এিবধ
জয্ািমিত কিৰ আেছ য’ত দূৰতব্ৰ (distance) ধাৰণা অমূলক।
েতওঁৰ সমাধানেটাৰ সাৰাংশেটা আিছল–

“A graph has a path traversing each edge (দলং)
exactly once if exactly two vertices (নদীৰ পাৰ
েকইটা) are connected to odd number of edges.”

মন কিৰবলগীয়া েয এই ঘটনােটাৰ আগৈলেক গিণতৰ
েমাটামুিট সকেলা ধাৰণা েজাখ-মাপৰ (Measurement) লগত
জিড়ত। এইেটােৱই পৰ্থম পিৰঘটনা য’ত েজাখ-মাপৰ ধাৰণা
সমূ্পণর্ অবয্ৱহৃত আিছল। এেনকুৱা ধৰণৰ িদব্তীয়েটা ঘটনাও
অইলাৰৰ লগেত জিড়ত আিছল। ১৭৫০ চনত অইলােৰ এখন
িচিঠ িলিখিছল আন এজন িবখয্াত গিণতজ্ঞ িখৰ্িষ্টয়ান গল্ডবাকৈল
(Christian Goldbach, ১৮ মাচর্, ১৬৯০ চন – ২০ নেৱমব্ৰ,
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১৭৬৪ চন)। উেল্লখেযাগয্ েয েসই সময়ত গল্ডবাকৰ এটা িবখয্াত
অনুমান (conjecture) “Any even number greater
than 2 can be written as a sum of two primes”
বা “২-তৈক ডাঙৰ িযেকােনা যুগ্ম সংখয্াক দুটা েমৗিলক সংখয্াৰ
েযাগফল িহচােপ িলিখব পািৰ”ক ৈল বৰৈক ৈহ ৈচ চিল আিছল।
অৱেশয্ গল্ডবাকৰ অনুমান (Goldbach’s conjecture) আিজৰ
তািৰখৈলেক সমাধান েনােহাৱাৈকেয় আেছ। িয িক নহওক,
অইলােৰ িচিঠখনত গল্ডবাকৰ অনুমানৰ িবষেয় িকছু কথা িলখাৰ
লগেত, েতওঁৰ িবখয্াত বহুফলকৰ (polyhedron) সূতৰ্েটা
‘V − E + F = 2’ ও িলিখ পিঠয়াইিছল। ইয়াত V মােন
বহুফলকেটাৰ শীষর্িবনু্দৰ (vertices) সংখয্া, E মােন কাষ বা
দাঁিতৰ (edge) সংখয্া আৰু F মােন ফলকৰ (face) সংখয্া
বুজাইেছ। অৱেশয্ সূতৰ্েটা পৰ্কাশ পাইিছল ১৭৫২ চনত।

এইিখিনেত উেল্লখ কিৰব পািৰ েয মহান গিণতজ্ঞ
আিকর্িমিডছ (Archimedes, খৰ্ীষ্টপূবর্ ২৮৭-২১২) আৰু েৰেন
েডকাটর্ (René Descartes, ৩১ মাচর্, ১৫৯৬ চন – ১১
েফবৰ্ুৱাৰী, ১৬৫০ চন) দুেয়াজেন বহুফলকৰ ৈসেত জিড়ত
বহুেতা কাম কিৰিছল আৰু েসইেবাৰ পৰ্কােশা কিৰিছল।
িকন্তু উপেৰাক্ত সূতৰ্েটা েতওঁেলােক অনুধাৱন কিৰব েনাৱাৰাৰ
মূল কাৰণেটা ৈহেছ েয েতিতয়াৰ িদনত েজাখ-মাপৰ ধাৰণা
েনােহাৱাৈক জয্ািমিতৰ কথা ভবােটা অকল্পনীয় আিছল।

১৭৫২ চনত অইলােৰ দুখন গেৱষণা-পতৰ্ পৰ্কাশ কিৰিছল।
ইয়ােৰ পৰ্থমখনত েতওঁ সূতৰ্েটা অকল পৰ্স্তাৱ কিৰিছল, িকন্তু
সব্ীকাৰ কিৰিছল েয সূতৰ্েটা েতওঁ পৰ্মাণ কিৰব পৰা নাই।
িদব্তীয়খনত েতওঁ পৰ্মাণেটা িদিছল, িকন্তু িকছুমান কথা েতওঁৰ
দৃিষ্টেগাচৰ েহাৱা নািছল। উদাহৰণসব্ৰূেপ েতওঁ ধিৰ ৈলিছল
েতওঁৰ েগাটা বস্তুেবাৰ (solids) আিছল উত্তল (convex)।
উেল্লখ কৰা ভাল েয এটা আকৃিতক উত্তল বুিল েকাৱা হয়
যিদেহ আকৃিতেটাত থকা িযেকােনা দুটা িবনু্দ সংেযাগী েৰখাডাল
সমূ্পণর্ৰূেপ আকৃিতেটাৰ ওপৰেত থােক।

অইলাৰৰ পথ অনুসৰণ কিৰ আন এজন সব্ল্পখয্াত গিণতজ্ঞ
এণ্টন িজন লুইিলয়ােৰ (Antonie Jean L’Huilier, ২৪ এিপৰ্ল,
১৭৫০ চন – ২৮ মাচর্, ১৮৪০ চন) ১৮১৩ চনত পৰ্মাণ কিৰিছল
েয অইলাৰৰ সূতৰ্েটা ফুটা (hole) থকা আকৃিতেবাৰৰ (solids)
বােব শুদ্ধ নািছল। েতওঁ েদখুৱাইিছল েয যিদ আকৃিত (solid)
এটাৰ g টা ফুটা (hole) থােক েতেন্ত

V − E + F = 2− 2g.

এইেটােৱই আিছল সাংিস্থিতক িনশ্চৰ (Topological

invariant)-ৰ িবষেয় জনাজাত পৰ্থম সূতৰ্।

আিম েদখা েবিছভাগ পৰ্াকৃিতক বস্তুেৰ দুটা বা তেতািধক
ফাল (side) থােক। জামর্ান গিণতজ্ঞ অগষ্ট মিবয়ােছ (August
Möbius, ১৭ নেৱমব্ৰ, ১৭৯০ চন – ২৬ েছেপ্তমব্ৰ, ১৮৬৮ চন)
১৮৫৮ চনত এটা ফাল থকা পৃষ্ঠৰ (surface) িবষেয় পৰ্কাশ
কিৰিছল। যাক আিজকািল ‘মিবয়াছ পিট’ (Möbius strip) বুিল
জনা যায়, আৰু ইয়াক তলত েদখুওৱা ধৰেণ দীঘল আয়তাকাৰ
কাগজৰ পিট এটা আধা ঘুৰাই (half twist) মূৰ দুটা েযাৰা
লগাই সািজব পািৰ। এই পিটেটাৰ িযেকােনা এটা িবনু্দৰ পৰা ৈগ
থািকেল আিম ইফাল-িসফাল েনােহাৱাৈক আেকৗ েসই িবনু্দেটাৈল
ঘূিৰ আিহম।
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উেল্লখেযাগয্ েয এটুকুৰা কাগজৰ (আয়তাকাৰ) পিটৰ দুটা
ফাল (two sides) আৰু এটা দাঁিত বা কাষ (edge) থােক।
িকন্তু মিবয়াছ পিটৰ মাতৰ্ এটােহ ফাল আৰু এটা দাঁিত থােক।

আন এজন জামর্ান গিণতজ্ঞ িফিলক্স ক্লাইেনও (Felix
Klein, ২৫ এিপৰ্ল, ১৮৪৯ চন – ২২ জুন, ১৯২৫ চন) ১৮৮২
চনত এটা বন্ধ (closed) এফলীয়া (one sided) পৃষ্ঠৰ (sur-
face) উদাহৰণ িদিছল, যাক ক্লাইন বটল (Klein Bottle) বুিল
জনা যায়।
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মন কিৰবলগীয়া েয ক্লাইন বটল িতৰ্িবিমতীয় মহাকাশত
(Three dimensional space) িনজেক েছদ (intersect)
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নকৰাৈক িস্থত (exist) নহয়। িযেহতু েতিতয়াৰ িদনত েবিছভাগ
গিণতজ্ঞই অকল িতৰ্িবিমতীয় মহাকাশৰ পৃষ্ঠ ৈলেয় িচন্তা-চচর্া
কিৰিছল, গিতেক সব্াভািৱকেতই ক্লাইন বটেল েসইসময়ত
গিণতজ্ঞসকলৰ মাজত যেথষ্ট উৎসুকতাৰ সৃিষ্ট কিৰিছল।

“Informally, it is a one sided surface which,
if travelled upon, could be followed back to the
point of origin while flipping the traveller upside
down.”

তলত িদয়া ধৰেণ থূলমূলৈক ক্লাইন বটল এটা আিম িনেজও
সািজব পােৰাঁ।
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আিম পৰ্থমেত বগর্াকাৰ পিট এটাৰ ৰঙা িচন থকা দাঁিত দুটা
আঠােৰ েযাৰা লগাই িদ এটা চুঙা (cylinder) সািজ লওঁ। তাৰ
পাছত চুঙােটাৰ এটা মূৰ ৈল ৈগ আনেটা মূৰৰ তলৰ ফােলেৰ
ফুটা কিৰ, ফুটােটােৰ মূৰেটা সুমুৱাই আনেটা মূেৰেৰ উিলয়াই
ছিবত েদখুওৱা ধৰেণ অকণমান ফালিবলাক ভাঁজ কিৰ তলৈল
বহাই িদব লািগব।

উপেৰাক্ত চািৰটা েলখত ল’বলগীয়া সংিস্থিত িবজ্ঞান
সম্পকর্ীয় িচন্তা-চচর্াৰ লগেত আৰু বহুেতা গিণতজ্ঞই অঁিৰ
পইনকােৰৰ ১৮৯৫ চনত পৰ্কািশত গেৱষণা-পতৰ্ ‘Analysis si-
tus’ৰ আগেৰ পৰা এই সম্পকর্ীয় িকছু িকছু অৱদান আগবঢ়াই
আিহিছল। জামর্ানীত জন্ম েহাৱা মািকর্ন গিণতজ্ঞ েমক্স েডন
(Max Dehn, ১৩ নেৱমব্ৰ, ১৮৭৮ চন – ২৭ জুন, ১৯৫২
চন) আৰু েডনমাকর্ৰ গিণতজ্ঞ প’ল িহগ’ই (Poul Hee-
gaard, ২ নেৱমব্ৰ, ১৮৭১ চন – ৭ েফবৰ্ুৱাৰী, ১৯৪৮ চন)
যুটীয়াভােব ১৯০৭ চনত িদব্িবিমতীয় পৃষ্ঠৰ বগর্ীকৰণ উপপাদয্
(Classification theorem for two dimensional sur-
face) পৰ্থমবাৰৰ বােব আগবঢ়ায়। ইয়াৰ িঠক পাছেতই সংিস্থিত
িবজ্ঞানৰ লগত বীজগিণতৰ (Algebra) সংেযাগ ঘটাই িবিভন্ন
গেৱষণা আৰম্ভ হ’ল। ইয়াৰ এটা অনয্তম উদাহৰণ হ’ল

ওলন্দাজ (Dutch) গিণতজ্ঞ বৰ্াৱাৰ (L. E. J. Brouwer, ২৭
েফবৰ্ুৱাৰী, ১৮৮১ চন – ২ িডেচমব্ৰ, ১৯৬৬ চন) আৰু েতওঁৰ
িবখয্াত িফক্সড-পইণ্ট উপপাদয্ (fixed-point theorem)!

যিদও ‘বীজগিণতীয় সংিস্থিত িবজ্ঞান’ (Algebraic Topol-
ogy) নামেটা পৰ্থেম ৰািছয়াত জন্ম েহাৱা মািকর্ন গিণতজ্ঞ
চ’ল’মন েলফেচেজ (Solomon Lefschetz, ৩ েছেপ্তমব্ৰ,
১৮৮৪ চন – ৫ অেক্টাবৰ, ১৯৭২ চন) ১৯৩৬ চনৰ েশষৰ
ফােল পৰ্থম বয্ৱহাৰ কিৰিছল। িকন্তু, এই ধাৰণাৰ সম্পকর্ত
িবংশ শিতকাৰ আৰম্ভিণৰ ফালৰ পৰাই িচন্তা-চচর্া চিল আিছল।

সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ পৰ্াৰিম্ভক অগৰ্গিতৰ সমান্তৰালভােব
ঊৈনশ শিতকাৰ িবেশ্লষণ(Analysis)-ৰ লগত জিড়ত গিণতজ্ঞ,
উদাহৰণসব্ৰূেপ ফৰাচী গিণতজ্ঞ অগিষ্টন ক’িচ (Augustin
Cauchy, ২১ আগষ্ট, ১৭৮৯ চন – ২৩ েম’ ১৮৫৭ চন) আৰু
জামর্ান গিণতজ্ঞ কালর্ ওেৱৰষ্টৰ্ােছ (Karl Weierstrass, ৩১
অেক্টাবৰ, ১৮১৫ চন – ১৯ েফবৰ্ুৱাৰী, ১৮৯৭ চন) ফুিৰেয়ৰ
েশৰ্ণীৰ (Fourier series) িবষেয় গেৱষণা কিৰিছল, য’ত
এটা ফলনৰ অনুকৰ্ম (sequence of functions) আন এটা
ফলনৈল অিভসািৰত (converge) ৈহিছল।

আনফােল জামর্ানীৰ জজর্ েকণ্টৰ (George Cantor, ৩
মাচর্, ১৮৪৫ চন – ৬ জানুৱাৰী, ১৯১৮ চন) আৰু ফৰ্ান্সৰ
এিমেয়ল বেৰলৰ (Émile Borel, ৭ জানুৱাৰী, ১৮৭১ চন – ৩
েফবৰ্ুৱাৰী, ১৯৫৬ চন) দেৰ গিণতজ্ঞসকেল ফুিৰেয়ৰ েশৰ্ণী আৰু
সংহিত তত্তব্ৰ (Set theory) মাজৰ সম্পকর্ৰ িবষেয় গভীৰভােব
গেৱষণা কিৰিছল।

ইয়াৰ পৰাই অনুকৰ্মৰ অিভসািৰতাৰ (convergence
of sequence) িবষেয় এটা সাধাৰণ ধাৰণা গািণিতকভােব
িদয়াত সহায় ৈহিছল। ১৮৯৯ চনত জামর্ান গিণতজ্ঞ েডিভড
িহলবােটর্ (David Hilbert, ২৩ জানুৱাৰী, ১৮৬২ চন – ১৪
েফবৰ্ুৱাৰী, ১৯৪৩ চন) সাধাৰণ জয্ািমিতৰ (General Geom-
etry) ধাৰণা সব্ীকাযর্ৰ সহায়ত (Axiomatic setting) িদয়াৰ
বােব পৰ্স্তাৱ িদিছল, িযেটা আগত অকল ইউিক্লডীয় জয্ািমিততেহ
আিছল। ১৯০৫ চনত ফৰাচী গিণতজ্ঞ মিৰচ্ েফৰ্েচেট (Mau-
rice Fréchet, ২ েছেপ্তমব্ৰ, ১৮৭৮ চন – ৪ জুন, ১৯৭৩
চন) দূৰতব্ৰ ধাৰণাক সাধাৰণীকৃত (Generalize) কিৰিছল।
িযেকােনা এটা সংহিতক েতওঁ সাধাৰণীকৃত কৰা দূৰতব্ৰ ধাৰণাৰ
লগত এেকলেগ েমিটৰ্ক েস্পচ (Metric space) নাম িদিছল
আৰু ইয়াৰ িযেকােনা সংহিতত অনুকৰ্মৰ অিভসািৰতাৰ বণর্না
িদিছল।
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পৰ্বন্ধ

উপেৰাক্ত গেৱষণােবােৰা আচলেত সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ বয্াখয্া
বা সংজ্ঞা িদবৈল িবিভন্নজনৰ িভন্ন পৰ্েচষ্টােহ আিছল। ১৯০৮
চনত েৰামত অনুিষ্ঠত েহাৱা ‘গিণতজ্ঞসকলৰ আন্তঃৰাষ্টৰ্ীয়
সিন্মলন’ত (International congress of Mathemati-
cians, ICM) হাংেগিৰৰ গিণতজ্ঞ িফৰ্িজছ্ িৰজ্ -এ (Frigyes
Riesz, ২২ জানুৱাৰী, ১৮৮০ চন – ২৮ েফবৰ্ুৱাৰী, ১৯৬৬ চন)
এখন গেৱষণা-পতৰ্ পাঠ কিৰিছল। তােতই েতওঁ েকােনা দূৰতব্ৰ
ধাৰণা েনােহাৱাৈক অকল সংহিত তত্তব্ৰ সহায়ত পৰ্থমবাৰৰ
বােব সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ বণর্না িদিছল। তাৰ িঠক িকছুবছৰ
পাছেতই ১৯১৪ চনত জামর্ান গিণতজ্ঞ িফিলক্স হাউছডেফর্ (Fe-
lix Housdorff, ৮ নেৱমব্ৰ, ১৮৬৮ চন – ২৬ জানুৱাৰী,
১৯৪২ চন) েতওঁৰ গেৱষণা-পতৰ্ ‘Grundzüge der Men-
genlehre’ত (Elements of set theory) দূৰতব্ৰ ধাৰণা
েনােহাৱাৈক পৰ্থমবাৰৰ বােব সামীপয্ বা পৰ্িতেবশৰ (neigh-
bourhood) ধাৰণা চািৰটা সব্ীকাযর্ৰ সহায়ত বয্াখয্া কেৰ।
হাউছডেফর্ দূৰতব্ (distance or metric), পৰ্িতেবশ (neigh-
bourhood) আৰু সীমািবনু্দ (limit point) মাজৰ অিভগৃহীত
(Axiomatic) সম্পকর্ স্থাপন কিৰিছল। এইিখিনেত উেল্লখ কৰা
ভাল েয সীমািবনু্দৰ (limit point) ধাৰণা অকল সংহিত তত্তব্ৰ
সহায়ত পৰ্থমবাৰ িৰজ্ -এ ওপৰত উেল্লখ কৰা গেৱষণা-পতৰ্েতই
িদিছল।

িৰজ্ আৰু হাউছডফর্ৰ এই গেৱষণািখিন সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ
এটা মাইলৰ খুিট িহচােপ পিৰগিণত হয়, কাৰণ ইয়াৰ সহায়েতই
িবমূতর্ সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ (Abstract Topological space)
সংজ্ঞা িদয়া ৈহিছল। ১৯১০ চনত আেকৗ িহলবােটর্ িবমূতর্
সংহিতত (Abstract set) এটা িবনু্দৰ পৰ্িতেবশৰ (neigh-
bourhood) বােব িকছুমান সব্তঃিসদ্ধ বা অিভগৃহীত (Axiom)
িদিছল।

এই েগােটইেবাৰ সামিৰ ১৯২৫ চনত ৰািছয়াৰ গিণতজ্ঞ
পােভল আেলকেজন্দৰ্েভ (Pavel Alexandrov, ৭ েম’, ১৮৯৬
চন – ১৬ নেৱমব্ৰ, ১৯৮২ চন) পৰ্থমবাৰ আিজৰ যুগৰ
িবমূতর্ সংহিতত সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ িয সংজ্ঞা তাৰ সব্তঃিসদ্ধ
আগবঢ়াইিছল।

এেনৈকেয় সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ িবৱতর্ন ঘিট এিতয়া গিণতৰ
এটা অনয্তম আৰু এৰাব েনাৱাৰা অংগ ৈহ পিৰল। ১৯৬০
ৰ দশকত সংিস্থিত িবজ্ঞােন যেথষ্ট অগৰ্গিত লাভ কেৰ আৰু
বহুেতা অমীমাংিসত পৰ্শ্নৰ উত্তৰৰ লগেত মাতৰ্াৰ (Dimension)
ধাৰণা িবমূতর্ সংিস্থিত িবজ্ঞানত েপাৱা যায়। তাৰ লেগ লেগ

িনসিন্ধ (compactness)-ৰ ধাৰণাও েবেলগ ধৰেণ িদয়াই তাৰ
লগত জিড়ত বহু পৰ্শ্নৰ উত্তৰ িদয়া হয়। এই ধাৰণাই আচলেত
n-িবমীয় (মাতৰ্াৰ) ইউিক্লডীয় স্থানৰ (n-dimensional Eu-
clidean space) বন্ধ (closed) আৰু পিৰবদ্ধ (bounded)
উপ-সংহিতৰ ধাৰণাক সাধাৰণীকৃত (generalize) কেৰ। এই
দশকৰ পৰাই সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ নতুন নতুন শাখা, েযেন
বীজগিণতীয় সংিস্থিত িবজ্ঞান (Algebraic Topology), অসীম
িবমীয় সংিস্থিত িবজ্ঞান (Infinite dimensional Topol-
ogy), অৱকল সংিস্থিত িবজ্ঞান (Differential Topology),
জয্ািমিতক সংিস্থিত িবজ্ঞান (Geometric Topology), কু্ষদৰ্
িবমীয় সংিস্থিত িবজ্ঞান (Low dimensional Topology)
আিদৰ পৰ্সাৰণ ঘিটবৈল আৰম্ভ কিৰিছল।

উেল্লখেযাগয্ েয ১৯০৪ চনত পইনকােৰ-এ এটা পৰ্শ্ন
কিৰিছল, িযেটাক ‘পইনকােৰ অনুমান’ (Poincaré Conjec-
ture) িহচােপ জনা ৈগিছল। এইেটা অকল সংিস্থিত িবজ্ঞােনই
নহয়, সমগৰ্ গিণত িবষয়েৰ এটা অনয্তম কিঠন পৰ্শ্ন ৰূেপ
পিৰগিণত ৈহিছল, যাৰ বােব েক্ল গিণত পৰ্িতষ্ঠােন (Clay Math-
ematics Institute) ২০০০ চনত ইয়াক সাতটা ‘িমেলিনয়াম
পৰ্াইজ পৰ্েব্লমছ’ৰ (Millennium Prize Problems) মাজৰ
এটা িহচােপ েঘাষণা কিৰ, সমাধান কেৰাতাৈল দহ লাখ মািকর্ন
ডলাৰ পুৰস্কাৰ েঘাষণা কিৰিছল। ২০০৬ চনত ৰািছয়াৰ গিণতজ্ঞ
িগৰ্গৰ্ৰী িপেৰলেমেন (Grigori Perelman) ইয়াৰ উত্তৰ িদবৈল
সক্ষম ৈহিছল। যাৰ বােব েতওঁৰ নাম ২০০৬ চনত িফল্ড্ ছ
েমেডলৰ বােব মেনানীত কৰা ৈহিছল আৰু লগেত ২০১০ চনত
দহ লাখ মািকর্ন ডলাৰৰ অথর্ পুৰস্কাৰেটাৰ িবজয়ী েঘাষণা কৰা
ৈহিছল। িকন্তু দুেয়াটা বঁটাই গৰ্হণ কৰাৰ পৰা েতওঁ িবৰত
থািকল।

সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ বয্ৱহাৰ আিজকািল গিণতৰ বািহেৰও
িবিভন্ন িবষয়ত বহুলভােব হ’বৈল ৈলেছ। েযেন, কিম্পউটাৰ
িবজ্ঞান (Computer Science), পদাথর্ িবজ্ঞান (Physics),
ৰবিটক্স (Robotics), ইতয্ািদ। উেল্লখেযাগয্ েয ২০১৬ চনৰ
পদাথর্িবজ্ঞানৰ েনােবল বঁটা িবজয়ী িতিনওজনৰ গেৱষণাৰ িবষয়-
বস্তুত সংিস্থিত িবজ্ঞানৰ বয্ৱহাৰ েদখা যায়।

[পৰ্বন্ধেটাৰ আিদভাগ Topological Spaces: From
Distance to Neighborhood by Gerard Buskes
and Arnoud Van Rooij গৰ্ন্থখনৰ (Springer, 1997)
আলমত িলখা ৈহেছ। অনয্ানয্ তথয্সূতৰ্: িৱিকিপিডয়া আৰু
এনচাইক্ল’িপিডয়া িবৰ্টািনকা।]
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