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১৯৮৭ চনৰ ১ জুনৰ পৰা ৫ জুনৈল আেমিৰকা যুক্তৰাষ্টৰ্ৰ আবর্ানা-েশয্মেপইনিস্থত ইিলনয় িবশব্িবদয্ালয়ত
ৰামানুজনৰ জন্ম শতবািষর্কী সিন্মলন এখিন আেয়ািজত ৈহিছল। েসই আন্তঃৰাষ্টৰ্ীয় সিন্মলনখনত ২ জুন
তািৰেখ িফৰ্েমন ডাইছেন এই িবখয্াত বকৃ্ততােটা পৰ্দান কেৰ। তািত্তব্ক পদাথর্িবজ্ঞানী, গিণতজ্ঞ িফৰ্েমন ডাইছন
েতিতয়া আিছল িপৰ্ন্সটনৰ উচ্চতৰ অধয্য়ন পৰ্িতষ্ঠান (Institute for Advanced Study) ৰ স্থায়ী অধয্াপক।

১. এনু্দৰ্জ
েমাক ইয়াৈল আিন ৰামানুজনৰ বািগচাত েযাৱা িকছু বছৰত ফুিল উঠা সকেলা নতুন ফুল উপেভাগ কৰাৰ সুেযাগ িদয়া
বােব এই সিন্মলনৰ আেয়াজকসকলৰ পৰ্িত, আৰু িবেশষৈক বৰ্ুচ বাণ্টর্ আৰু জজর্ এনু্দৰ্জৰ পৰ্িত মই কৃতজ্ঞ। জজর্
এনু্দৰ্জ এিতয়া মুখয্ মালী আৰু েতওঁ এক মহৎ কাম কিৰ আেছ। যিদ মই ক’ব পােৰাঁ, েতেন্ত েতওঁ পূবর্ৰ মুখয্ মালী
জজর্ ৱাটছনতৈক ভাল কাম কিৰ আেছ। ১৯৩০-অৰ দশকত ৱাটছন মুখয্ মালী আিছল আৰু ৰামানুজনৰ ধাৰণাসমূহ,
িবেশষৈক একক মডুিল আৰু মক েথটা-ফলনৰ তত্তব্সমূহ িবকিশত আৰু স্পষ্ট কৰাৰ বােব কেঠাৰ পিৰশৰ্ম কিৰিছল
[১]। িকন্তু ৱাটছন আিছল েসই ধৰণৰ মালী িযেয় মানৱ দশর্নাথর্ীক ফুলৰ পৰা িযমান পািৰ আঁতৰত ৰািখবৈল ভাল
পাইিছল। েতওঁ পৰ্’জাপর্াইন েদৱীৰ দেৰ িনজৰ বাৰীৰ পৰ্েৱশদব্াৰত িথয় ৈহ আিছল। ৱাটছেন েতওঁৰ মক েথটা-ফলন
সম্পকর্ীয় িবখয্াত বকৃ্ততাৰ [২] েশষত উদৃ্ধত কৰা ছুইনবানর্ৰ কিবতােটাত পৰ্’জাপর্াইন েতওঁৰ বািগচাৰ পৰ্েৱশদব্াৰত
িথয় ৈহ আেছ:

“Pale, beyond porch and portal,
Crowned with calm leaves, she stands
Who gathers all things mortal
With cold immortal hands.”

ৱাটছন েতেনকুৱাই আিছল। েযিতয়া বািগচাখনৰ মািলকীসব্তব্ ৱাটছনৰ অধীনত আিছল েসইেকইটা বছৰেত েমাৰ
ভাল বনু্ধ অিলভাৰ এটিকনৰ ৰামানুজনৰ আিৱষ্কাৰসমূহ সম্পকর্ত কাম কৰাৰ দুভর্াগয্ ৈহিছল। এটিকেন িবভাজনৰ
বহুেতা নতুন সবর্সম ৈবিশষ্টয্ আিৱষ্কাৰ আৰু পৰ্মাণ কিৰিছল, আৰু ৱাটছনৰ কামৰ সম্পৰ্সাৰণ কিৰ আগুৱাই িনিছল
[৩]। এটিকেন েশহতীয়া অগৰ্গিতৰ িবষেয় জনাই, আৰু সহায় আৰু পৰামশর্ িবচািৰ ৱাটছনৈল িচিঠ িলিখিছল। ১৯৬৫

গিণত িবকাশ | পঞ্চসপ্তিততম সংখয্া | অেক্টাবৰ – িডেচমব্ৰ, ২০২২ ১৯



চনত েযিতয়া ৱাটছনৰ মৃতুয্ হ’ল, েতিতয়া এটিকেন েমাৈল িলিখিছল, “মই আশা কিৰেছাঁ েয আপুিন ৱাটছনৰ মৃতুয্ৰ
খবৰ পাইেছ। গিতেক েতওঁৰ ৈসেত েমাৰ সম্পকর্ত যিত পিৰেছ। এিতয়াৈলেক েতওঁৰ ৈসেত িচিঠ িবিনময়ৰ চূড়ান্ত
িহচাপ: িবশ-শূনয্।”

জজর্ এনু্দৰ্জৰ কথা েবেলগ। েতওঁ পৰ্’জাপর্াইনৰ দেৰ নহয়, িযেয় েচঁচা অমৰ হােতেৰ মতর্য্ৰ বস্তুেবাৰ েগাটাই লয়।
েতওঁ িচিঠৰ উত্তৰ িদেয়। আনিক েতওঁ িনজৰ বাগানত েকােনাবাই ফুলেবাৰ ভিৰেৰ গচিক থকা েদিখবৈল ভাল পায়।
েতওঁক েদখা কিৰবৈল অহা িযেকােনা বয্িক্তক েতওঁ সহায় আৰু উৎসাহ আগবঢ়ায়, েসয়া েমাৰ দেৰ েকােনা বৃদ্ধ
অধয্াপেকই হওক বা কুমলীয়া ছাতৰ্ই হওক। ফলসব্ৰূেপ বািগচাখন এিতয়া পূেবর্ কাহািনও েনােহাৱা ধৰেণ ফুিল উিঠেছ
আৰু বািঢ়বৈল ৈলেছ। জজর্ এনু্দৰ্েজ ৰামানুজনৰ িবখয্াত েহেৰাৱা েটাকাবহীখন িবচািৰ উিলয়াই বািগচাৰ ভূখণ্ডও বৃিদ্ধ
কিৰিছল, িযখন বহী ৱাটছনৰ হাতত িতৰ্শ বছৰ ধিৰ আিছল যিদও েতওঁ সম্ভৱতঃ েকােনািদেন পৰীক্ষা কিৰ েচাৱা
নািছল। এনু্দৰ্েজ পৰ্থমবাৰৰ বােব েটাকাবহীখন পৰীক্ষা কৰাই নহয়, েতওঁ ইয়াত থকা ৰত্নভাণ্ডাৰ সম্পেকর্ বয্াখয্া
কিৰিছল আৰু সকেলােৱ চাব পৰাৈক পৰ্দশর্ন কিৰিছল [৪]।

২. হািডর্
েমক কােক ৈকিছল, “On revient toujours à ses anciens amours,” “আিম সদায় আমাৰ পুৰিণ েপৰ্মেবাৰৈল
উভিত আেহাঁ।” গিতেক এিতয়া জজর্ এনু্দৰ্জৰ কৃপাত মই ৰামানুজনৰ গিণতৰ ৈসেত থকা েমাৰ পুৰিণ েপৰ্মৈল
ঘূিৰ আিহেছাঁ। েমাৰ এই েপৰ্ম ৪৮ বছৰ আগেত আৰম্ভ ৈহিছল, েযিতয়া মই ইংেলণ্ডত হাইসু্কলৰ িদব্তীয় বষর্ত পিঢ়
আিছেলাঁ। মই সু্কলৰ গিণতৰ পুৰস্কাৰ এটা লাভ কিৰিছেলাঁ আৰু িনয়ম অনুসিৰ পুৰস্কাৰ িহচােপ মই িবচৰা িযেকােনা
এখন িকতাপ বািছ ল’বৈল িদয়া ৈহিছল। মই হািডর্ আৰু ৰাইটৰ ‘এন ইণ্টৰ্’ডাকচন টু দয্ িথয়ৰী অৱ নামব্াৰছ্’খন বািছ
ৈলিছেলাঁ, িযখনৰ পৰ্থম সংস্কৰণ েসইেটা বছৰেত পৰ্কাশ পাইিছল [৫]। পৰ্াথিমক পযর্ায়ত পৰ্কৃত গিণতৰ েসাৱাদ ল’ব
িবচৰা িকেশাৰ-িকেশাৰীৰ বােব এইখন এখন উত্তম গৰ্ন্থ আিছল, আৰু এিতয়াও হয়। স্পষ্ট িচন্তা আৰু সজীৱ বণর্নাৰ
ই এক উৎকৃষ্ট িনদশর্ন। েকইবছৰমানৰ পাছত মই েকিɈজত হািডর্ক িচিন পােলাঁ আৰু সুিধেলাঁ েয েসই িবস্ময়কৰ
িকতাপখন িলিখবৈল ইমান সময় আৰু কষ্ট িকয় খৰচ কিৰেল, িযিখিন সময়ত েতওঁ হয়েতা একিনষ্ঠভােব গিণত-চচর্া
কিৰ থািকব পািৰেলেহঁেতন। েতওঁ উত্তৰ িদিছল, “যুৱসকেল উপপাদয্ পৰ্মাণ কৰা উিচত, বুঢ়াসকেল িকতাপ িলখা
উিচত।” তাৰ পাছত েতওঁ ৰ’েগািচনিস্কৰ ৈসেত িলখা েতওঁৰ েশষৰখন িকতাপ ‘েকিɈজ েটৰ্ক্ট অন ফুিৰেয়ৰ িছিৰজ’ৰ
বােব কেঠাৰ শৰ্ম কিৰিছল [৬]। এিতয়া েমাৰ বয়েসা েতওঁৰ েতিতয়াৰ বয়সৰ সমােনই, আৰু মই েতওঁৰ েসই ভাল
আদশর্েটা অনুসৰণ কিৰ আেছাঁ।

হািডর্ আৰু ৰাইটৰ িযেটা অধয্ায় মই আটাইতৈক ভাল পাইিছেলাঁ, েসইেটা আিছল ১৯ নং অধয্ায়। অধয্ায়েটাৰ
িশেৰানাম আিছল ‘Partitions’। এইেটা এটা পৰ্কাণ্ড অধয্ায় আৰু ইয়াত ৰ’জাছর্-ৰামানুজন অেভদৰ সমূ্পণর্ আেলাচনা
আৰু পৰ্মাণ সিন্নিবষ্ট কৰা ৈহেছ। েমাৰ বােব আৰু অিধক েৰামাঞ্চকৰ আিছল ৰামানুজেন আিৱষ্কাৰ কৰা িবভাজনৰ
সবর্সমতাৰ ৈবিশষ্টয্সমূহ:

p(৫m+ ৪) ≡ ০ (mod ৫), (১)
p(৭m+ ৫) ≡ ০ (mod ৭), (২)
p(১১m+ ৬) ≡ ০ (mod ১১). (৩)
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হািডর্ আৰু ৰাইেট (১) আৰু (২) ৰ বােব সুন্দৰ পিৰপািট পৰ্মাণ আগবঢ়াইেছ, িকন্তু (৩) ক “অিধক কিঠন” বুিল মন্তবয্
আগবঢ়াই একাষৰীয়া কিৰ ৈথেছ। (৩) ৰ েনােহাৱা পৰ্মাণেটা আগবঢ়াবৈল মই বহু েচষ্টা কিৰেলাঁ, িকন্তু সফল নহ’েলাঁ।
(৩) ৰ পৰ্থম পৰ্কৃত পৰ্াথিমক পৰ্মাণ পদাথর্িবজ্ঞানী িৱনকুইেষ্ট ৩০ বছৰ পাছত িবচািৰ পাইিছল [৭]। িৱনকুইষ্টৰ
পৰ্মাণেটা, ঘটনাকৰ্েম, এটা অেভদৰ িভিত্তত কৰা ৈহিছল িযেটা লী বীজগিণত B২ ৰ ৈসেত জিড়ত েমকড’নাল্ড
অেভদসমূহৰ িভতৰত এটা বুিল পৰ্মািণত ৈহিছল। িকন্তু েসইেটা এটা েবেলগ কািহনী।

হাইসু্কলত পিঢ় থােকাঁেত েমাৰ মনৈল আিহল েয ৰামানুজনৰ (১), (২) আৰু (৩) সবর্সমতাই এটা পৰ্শ্ন উত্থাপন
কেৰ যাৰ উত্তৰ পৰ্মাণেকইটাই িনিদেয়। উদাহৰণসব্ৰূপ, সবর্সমতা (১) এ কয় েয (৫m+৪) ৰ িবভাজনসমূহ পাঁচটা
েশৰ্ণীত িবভক্ত কিৰব পৰা হ’ব লািগব আৰু পৰ্িতেটা েশৰ্ণীত এেক সংখয্ক িবভাজন থািকব লািগব। পৰ্মাণেটােৱ
আেপানাক কয় েয িবভাজনসমূহক পাঁচটা সমান েশৰ্ণীত িবভক্ত কৰা সম্ভৱ, িকন্তু েকেনৈক কিৰব লােগ েসইেটা
নকয়। গিতেক মই েসইেটা কৰাৰ এটা উপায় িবচািৰবৈল আৰম্ভ কিৰেলাঁ। মই এটা সুিনিদর্ষ্ট চতর্ পাব িবচািৰিছেলাঁ,
যােত আপুিন (৫m+ ৪) ৰ িযেকােনা িবভাজন এটা চাব পােৰ আৰু চতর্েটা বয্ৱহাৰ কিৰ ক’ব পােৰ েয ই পাঁচটা
সমান েশৰ্ণীৰ িভতৰত েকানেটা েশৰ্ণীৰ অন্তগর্ত। িতিন বছৰ পাছত েকিɈজৰ িদব্তীয় বষর্ত পিঢ় থােকাঁেত মই েসইেটা
পাইিছেলাঁ। চতর্েটা আচলেত সহজ আিছল। পৰ্িতেটা িবভাজনৰ বােব আপুিন এটা ‘েৰংক’ সংজ্ঞািয়ত কৰক। এটা
িবভাজনৰ েৰংক ৈহেছ সেবর্াচ্চ অংশেটাৰ পৰা অংশৰ সংখয্া িবেয়াগ কিৰ েপাৱা মান। তাৰ পাছত j = ১, ২,৩, ৪,৫
অৰ বােব আপুিন Cj(n) েশৰ্ণী সংজ্ঞািয়ত কৰক। ই ৈহেছ n অৰ িবভাজনসমূহৰ এেকাটা েশৰ্ণী, িযসমূহৰ েৰংক
৫ মডুেলাত j ৰ ৈসেত সবর্সম। েসইেটােৱই আিছল িকিটপ। েদখা গ’ল েয, েযিতয়া n = ৫m + ৪, েতিতয়া
C১, C২, C৩, C৪, C৫ েশৰ্ণীেকইটা সমান। মই এইেটা কিঠন পদ্ধিতেৰ পৰীক্ষা কিৰেলাঁ, সকেলা িবভাজন িলিখ,
n = ৪, n = ৯ আৰু n = ১৪ ৰ বােব িসহঁতৰ েৰংক অনুসিৰ পাঁচটা েশৰ্ণীত িবভক্ত কিৰ ৈলিছেলাঁ। n = ১৪ ৰ
েক্ষতৰ্ত আেপানাৰ ১৩৫ টা িবভাজন আেছ, আৰু তাত পাঁচটা েশৰ্ণীৰ পৰ্িতেটােত িঠক ২৭ টাৈক িবভাজন আেছ। মই
িসদ্ধান্ত ৈলিছেলাঁ েয দুঘর্টনাকৰ্েম এেনকুৱা েহাৱাৰ সম্ভাৱনা নগণয্। গিতেক মই চতর্েটা িবচািৰ পাইিছেলাঁ। েসইেটা
আিছল এটা উেল্লখনীয় মুহূতর্। মই ৰামানুজনক দুটা কথাৰ বােব ধনয্বাদ িদিছেলাঁ, িবভাজনৰ সবর্সম ৈবিশষ্টয্ আিৱষ্কাৰ
কৰাৰ বােব আৰু িসহঁতক সমান েশৰ্ণীত িবভক্ত কৰাৰ চতর্ আিৱষ্কাৰ নকৰাৰ বােব। েসইেটােৱই আিছল ৰামানুজনৰ
আচিৰত কথা। েতওঁ ইমানেবাৰ আিৱষ্কাৰ কিৰেল, আৰু তাৰ পাছেতা েতওঁ আন মানুেহ আিৱষ্কাৰ কিৰবৈল েতওঁৰ
বািগচাত আৰু বহুত এিৰ ৈথ গ’ল। েসই সুখৰ িদনেটাৰ পৰা পৰৱতর্ী ৪৪ বছৰত মই মােজ মােজ ৰামানুজনৰ
বািগচাৈল ঘূিৰ আিহেছাঁ। পৰ্িতবােৰই উভিত আেহাঁেত মই সেতজ ফুল ফুিল থকা েদিখবৈল পাওঁ।

৫ এেৰ িবভাজয্তাৰ চতর্েটা পৰীক্ষা কৰাৰ লেগ লেগ মই ৭ আৰু ১১ েৰ িবভাজয্তাৰ পৰ্থম উদাহৰণেকইটা
পৰীক্ষা কিৰ চাইিছেলাঁ। ৭ অৰ বােব এেকটা েকৗশেলই কাম কিৰেল। মই ৫ আৰু ১২ ৰ িবভাজনসমূহ িলিখেলাঁ
আৰু িসহঁতৰ েৰংক অনুসিৰ ৭ টা েশৰ্ণীত ভাগ কিৰেলাঁ (মডুেলা ৭)। ১২ ৰ ৭৭ টা িবভাজন পৰ্িতেটা েশৰ্ণীত ১১
টাৈক থকা ৭ টা েশৰ্ণীত িবভক্ত ৈহিছল। এইেটাও দুঘর্টনা হ’ব েনাৱােৰ। গিতেক p(৭m+৫) অক ৭ েৰ িবভাজয্তাৰ
বােব েৰংকৰ চতর্েটা ৈবধ আিছল। িকন্তু p(১১m + ৬) ক ১১ েৰ িবভাজয্তাৰ বােব েকৗশলেটােৱ কাম নকেৰ। ই
ইিতমেধয্ পৰ্থম পৰ্য়াসত িবফল হয়। ৬ ৰ ৩+৩ আৰু ৪+১+১ িবভাজন দুটােৰ েৰংক ১, আৰু ৪ ৰ ৈসেত সবর্সম
েৰংক থকা ৬ ৰ েকােনা িবভাজন নাই (মডুেলা ১১)। মই িবভাজনৰ িবভাজয্তাৰ (মডুেলা ১১) এটা চতর্ িবচািৰ বহুেতা
সুখী ঘণ্টা পাৰ কিৰেলাঁ। মই েকিতয়াও েতেন এটা চতর্ িবচািৰ নাপােলাঁ। চিল্লশ বছৰ পাছত েফৰ্ংক গাভর্ােন [৮]
এই চতর্েটা িবচািৰ পাইিছল, িয আিজ আেপানােলাকক এই িবষেয় ক’বৈল ইয়াত উপিস্থত আেছ। েফৰ্ংক গাভর্ানৰ
আিৱষ্কাৰৰ িবষেয়ও েমাৰ িকবা এটা ক’বলগীয়া থািকব। িকন্তু এই মুহূতর্ৰ বােব মই ১৯৪২ চনৈল উভিত আিহেছাঁ।
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মই িবভাজনসমূহৰ েৰংক অনুসিৰ (মডুেলা ৫) আৰু (মডুেলা ৭) সমিবভাজন পৰ্মাণ কিৰব িবচািৰিছেলাঁ, িকন্তু মই
কাহািনও পৰ্মাণ এটা িবচািৰ উিলয়াবৈল সফল নহ’েলাঁ। দহ বছৰ পাছত অিলভাৰ এটিকন আৰু িপটাৰ ছুইনাটর্ন-
ডায়ােৰ ইয়াৰ পৰ্মাণ িবচািৰ পাইিছল [৯]। িপটাৰ এিতয়া এগৰাকী েবৰ’েনট, আৰু িবৰ্িটছ সামৰ্াজয্ৰ নাইটৰ লগেত
এগৰাকী িবখয্াত গিণতজ্ঞ। অিলভাৰ আৰু িপটােৰ িয পৰ্মাণ পৰ্স্তুত কিৰিছল েসয়া েশৰ্ষ্ঠ ৰামানুজন পৰম্পৰাত এক
মহৎ িশল্পকমর্। েতওঁেলাকৰ িবেশ্লষণত ৰামানুজনৰ িপৰ্য় বহুেতা মক েথটা-ফলনৰ আিৱভর্াৱ ঘিটেছ। েফৰ্ংক গাভর্ােন
িতৰ্শ বছৰৰ পাছত লক্ষয্ কৰা মেত [৮], এটিকন আৰু ছুইনাটর্ন-ডায়ােৰ েতওঁেলাকৰ পৰ্মাণৰ উেদ্দশয্ত, ১৯৫৩
চনত ৰামানুজনৰ েহেৰাৱা েটাকাবহীত েপাত খাই থকা েকইবাটাও আকষর্ণীয় মক-েথটা-ফলন অেভদ পুনৰ আিৱষ্কাৰ
কিৰিছল। বািমর্ংহামৰ ৱাটছনৰ েকাঠাৰ মিজয়াখন ঢািক ৰখা ধব্ংসাৱেশষৰ গভীৰ তৰপেটাত েটাকাবহীখন ৰূপকীয়
অথর্ত নহয়, আক্ষিৰকভােবই েপাত খাই আিছল [১০]।

১৯৪২ চনত মই িযিখিন কিৰিছেলাঁ, েসয়া আিছল পৰ্দত্ত েৰংকৰ িবভাজনসমূহৰ বােব এটা সুিবধাজনক সৃষ্টক
ফলন িবচািৰ উিলয়াবৈল সক্ষম ৈহিছেলাঁ। ধৰা হ’ল, m েৰংকৰ n অৰ িবভাজনৰ সংখয্া Pm(n). েতিতয়া সৃষ্টক
ফলনেটা হ’ল

Pm(x) =
∞∑
n=১

pm(n)xn

= P (x)

∞∑
n=১

(−১)n−১
(
x

১
২n(৩n−১) − x

১
২n(৩n+১)

)
x|m|n, (৪)

য’ত

P (x) =

∞∑
n=০

p(n)xn =

[ ∞∑
−∞

(−১)nx
১
২n(৩n−১)

]−১

. (৫)

(৫) অৰ েসাঁফােল থকা ৰািশেটা ৈহেছ িবভাজন ফলনৰ বােব অইলাৰৰ ধৰ্ুপদী সূতৰ্, িযেটা হািডর্ আৰু ৰাইটৰ ১৯ নং
অধয্ায়ত েপাৱা ৰত্নেবাৰৰ অনয্তম [৫]। এটা িনিদর্ষ্ট েৰংকৰ িবভাজনৰ বােব সৃষ্টক ফলন (৪) েটা সমােনই আকষর্ণীয়
েহাৱােটা এটা অপৰ্তয্ািশত লাভ আিছল। ১৯৪২ চনত মই (৪) ক পৰ্মাণ কিৰব পািৰেলাঁ, িকন্তু িবনয্াস তত্তব্ৰ িভিত্তত
ইয়াক েকেনৈক অথর্ িদব পািৰ েসইেটা ভািব নাপােলাঁ। মই েকৱল সাংিখয্ক গণনাৰ বােব বয্ৱহািৰক আিহলা িহচােপ
(৪) বয্ৱহাৰ কিৰেলাঁ।

ধৰা হ’ল, Pq,m(n) ৈহেছ n অৰ িবভাজনৰ সংখয্া, যাৰ েৰংক মডুেলা q ত m অৰ সবর্সম। েতেন্ত (৪) এ
আমাক সৃষ্টক ফলনেটা িদেয়, িযেটা ০ ≤ m < q ৰ বােব ৈবধ,

Pq,m(x) =

∞∑
n=১

pq,m(n)xn

= P (x)
∞∑

n=−∞

′(−১)n−১x
১
২n(৩n−১)+mn

(
১ − xn

১ − xqm

)
, (৬)

য’ত, ′ (prime) অৰ অথর্ হ’ল েযাগফলৰ পৰা n = ০ পদেটা বাদ িদয়া ৈহেছ। ইেলɄিনক কিম্পউটাৰ অহাৰ
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আগৰ িদনেবাৰেতা (৬) বয্ৱহাৰ কিৰ দৰ্ুতভােব এেনধৰণৰ পাথর্কয্েবাৰ n অৰ মান ১০০ পযর্ন্ত গণনা কৰােটা সহজ
আিছল:

a = p৭,০(n)− p৭,৩(n), b = p৭,১(n)− p৭,৩(n), c = p৭,২(n)− p৭,৩(n). (৭)

এেনধৰণৰ গণনাৰ সুন্দৰ কথােটা হ’ল ই আেপানাক এটা সব্য়ংিকৰ্য় ভুল-সংেশাধন এলগিৰদম িদেয়। (৫) আৰু
(৬) অনুসিৰ দুটা গুেণাত্তৰ েশৰ্ণীৰ ভগ্নাংশ ৈল a, b আৰু c সহগেকইটা েপাৱা যায়। হৰৰ েশৰ্ণীেটাৰ মাতৰ্ (+১)
আৰু (−১) সহগ থােক, ফলত হৰণৰ পৰ্িকৰ্য়ােটা সহজ আৰু দৰ্ুত হয়। উত্তৰ িহচােপ েপাৱা ভগ্নাংশেটােৱ a, b, c

সহগেকইটা িদেয়, িযেবাৰৰ মান আপুিন ভুল নকৰাৈলেক সদায় সৰু থােক। n = ১০০ ৈলেক a ৰ আটাইতৈক
ডাঙৰ মান ৈহেছ a = ৩, িযেটা n = ৯৯ ত েপাৱা যায়। িকন্তু হৰণেটাত সামানয্তম ভুল কৰাৰ লেগ লেগ
a ৰ মানেবাৰ দৰ্ুতগিতত p(n) অৰ দেৰ অিতমাতৰ্া বৃিদ্ধ হয়। েযিতয়া আপুিন মানেবাৰৰ অিতমাতৰ্া বৃিদ্ধ েহাৱা
েদিখব, েতিতয়া আপুিন েকৱল p(n) অৰ মানৰ তািলকা এখনৈল এবাৰ চকু ফুৰাব লািগব যােত ভুলেটা ক’ত
আিছল েসইেটা সিঠকভােব চাব পােৰ। গিতেক আপুিন পৰ্িতেটা ভুল আিৱভর্াৱ েহাৱাৰ লেগ লেগ আনন্দেৰ সংেশাধন
কিৰব পােৰ, আৰু আপুিন েশষত a, b আৰু c ৰ মানৰ এখন তািলকা পাব িযখন িনঃসেন্দেহ শুদ্ধ হ’ব। এই
িবেশষ ভুল-সংেশাধন এলগিৰদমেটা এিতয়া অৱেশয্ই অপৰ্েয়াজনীয় কাৰণ আমাৰ হাতত িনভুর্ল কিম্পউটাৰ আৰু
SCRATCHPAD-অৰ দেৰ পৰ্েগৰ্ম আেছ যােত গুেণাত্তৰ-েশৰ্ণীক সব্য়ংিকৰ্য়ভােব সালসলিন কিৰব পািৰ। তথািপ এই
ধৰণৰ ভুল-সংেশাধন এলগিৰদম এটা িনমর্াণ কৰােটা এিতয়াও সাংিখয্ক গণনাত েকিতয়াবা উপেযাগী হ’ব পােৰ।
কিম্পউটাৰেটা িনভুর্ল হ’েলও, ইনপুট তথয্ত ভুল থািকব পােৰ। ভুল-সংেশাধন এলগিৰদমৰ অপিৰহাযর্ ধাৰণােটা
হ’ল গণনাক সাংিখয্কভােব অিস্থৰ কিৰ েতালা, যােত পৰ্িতেটা ভুেল দৰ্ুতগিতত অিতমাতৰ্া বিধর্ত আউটপুট িহচােপ
আত্মপৰ্কাশ কেৰ। এেন এলগিৰদেম েকৱল এেন পিৰিস্থিততেহ কাম কিৰব পােৰ য’ত আিম আগতীয়াৈক জােনা েয
সিঠক আউটপুট সৰু বা মসৃণ হ’ব লািগব। ৰামানুজনৰ কৃপাত, মই িনজেক এেন এটা পিৰিস্থিতত পাইিছেলাঁ য’ত
আউটপুট সৰু েহাৱাৰ িনশ্চয়তা আিছল।

n = ১00 ৈলেক a, b আৰু c অন্তৰেকইটা গণনা কৰাৰ পাছত মই িনিশ্চতভােব জািনিছেলাঁ েয েযিতয়াই n ≡ ৫
(mod ৭) হয়, েতিতয়া এই েগােটইেবাৰ শূনয্ হ’ব। আচলেত মই তাতৈকও েবিছ জািনিছেলাঁ। েদখা গ’ল েয

a = ০ েযিতয়া n ≡ ২, ৪,৫ (mod ৭), (৮)
b = ০ েযিতয়া n ≡ ১,৩, ৪,৫ (mod ৭), (৯)
c = ০ েযিতয়া n ≡ ০, ১,৫ (mod ৭). (১০)

আৰু এেকধৰণেৰ সমতা তলৰ দুটা অন্তৰৰ বােব পৰ্েযাজয্ হয়,
d = p৫,০(n)− p৫,২(n), e = p৫,১(n)− p৫,২(n).

জজর্ এনু্দৰ্জ আৰু েফৰ্ংক গাভর্ােন আমাক েকাৱাৰ দেৰ [৩২], d আৰু e অন্তৰ দুটা ৰামানুজেন আিৱষ্কাৰ কৰা পঞ্চম
মাতৰ্াৰ মক েথটা-ফলনৰ দুটা পিৰয়ালৰ ৈসেত ওতঃেপৰ্াতভােব জিড়ত। ৰামানুজেন েকৱল িতিনটা সপ্তম মাতৰ্াৰ মক
েথটা-ফলন পাইিছল, িযেবাৰ েতওঁ হািডর্ৈল িলখা েশষৰখন িচিঠত েকাৱাৰ দেৰ ইেটােৱ িসেটাৰ ৈসেত সম্পিকর্ত নহয়।
সম্ভৱতঃ a, b, c অন্তৰৰ ৈসেত জিড়ত সপ্তম মাতৰ্াৰ মক েথটা ফলনৰ িতিনটা পিৰয়াল আেছ িযেকইটা আিৱষ্কাৰ
হ’বৈল বাকী, িযদেৰ পঞ্চম মাতৰ্াৰ ফলন d আৰু e ৰ ৈসেত জিড়ত। “আিম ৰামানুজনৰ েশষৰেটা অসাধাৰণ সৃিষ্ট
বুিজবৈল আৰম্ভ কিৰেছাঁ মাতৰ্: মক েথটা-ফলনসমূহ।” এনু্দৰ্জৰ পৰা উদৃ্ধত [৩০]।
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(৮), (৯), (১০) সমীকৰণেকইটা িনঃসেন্দেহ সতয্ আিছল, িকন্তু ১৯৪২ চনত েসইেবাৰ েকেনৈক পৰ্মাণ কিৰব
লােগ েমাৰ েকােনা ধাৰণা নািছল। েশষত মই েসইেবাৰ পৰ্মাণ কৰাৰ েচষ্টা এিৰ িদেলাঁ আৰু আমাৰ িবদয্াথর্ী আেলাচনী
‘ইউেৰকা’ত অনুমান িহচােপ পৰ্কাশ কিৰেলাঁ [১১]। িযেহতু েমাৰ গেৱষণা-পতৰ্খনৰ েশষত আধা পৃষ্ঠা খালী আিছল,
েসেয় েতওঁেলােক েমাৰ বনু্ধ এিলছন েফলকনাৰৰ এটা কিবতা পৰ্কাশ কিৰিছল িয এগৰাকী কিবৰ লগেত গিণতজ্ঞও
আিছল [১২]। গিণতৰ ৈসেত অলপ কিবতা িমহিল েহাৱােটা েমাৰ ভাল লািগিছল। আিজকািল িযেহতু আেলাচনীখন
িবচািৰ েপাৱােটা কিঠন, েসেয় কিবতােটা পাহৰিণৰ গভর্ৰ পৰা বচাবৈল এইেটা সুেযাগেক ল’েলাঁ। এইেটােৱই েসই
কিবতােটা:

Short Vision, by A. C. Falconer.
Thought is the only way which leads to life.
All else is hollow spheres
Reflecting back
In heavy imitation
And blurred degeneration
A senseless image of our world of thought.
Man thinks he is the thought which gives him life.
He binds a sheaf and claims it as himself.
He is a ring through which pass swinging ropes
Which merely move a little as he slips.
The Ropes are Thought.
The Space is Time.
Could he but see, then he might climb.

৩. েবইিল
িকন্তু মই মূল কথা এিৰ অবান্তৰ কথা ৈক আেছাঁ। ৰামানুজনৰ বািগচাৈল েমাৰ পৰৱতর্ী ভৰ্মণ আিছল ১৯৪৩ চনত।
েসই সময়ত মই েকিɈজ এিৰ ৰেয়ল এয়াৰ ফ’চর্ত পিৰসংখয্ািবদ িহচােপ কাম কিৰ আিছেলাঁ। হািডর্ েতিতয়া লণ্ডন
েমথেমিটেকল ছ’চাইিটৰ সিচব আিছল, গিতেক েতওঁ ছ’চাইিটৰ জােনর্লখনৰ সম্পাদক িহচােপও কাম কিৰিছল।
ইংেলণ্ডত গিণত েতিতয়া এক িনম্নগামী পযর্ায়ত আিছল। সকেলা যুৱ গিণতজ্ঞই িকবা নহয় িকবা পৰ্কােৰ যুদ্ধৰ
লগত জিড়ত আিছল। েতওঁেলাকৰ অিধকাংশই েব্লট্ িশ্লৰ িকৰ্েপ্টাগৰ্ািফক পৰ্িতষ্ঠানেটাত অন্তধর্ান ৈহিছল, িযেটা এটা
কৃষ্ণগহব্ৰৰ দেৰ আিছল। মানুহেবাৰ েব্লট্ িশ্লৈল ৈগিছল, আৰু কাহািনও েদখা েপাৱা নৈগিছল। েব্লট্ িশ্লত নথকা
েকইজনমানৰ িভতৰত মেয়া আিছেলাঁ। মই তুলনামূলকভােব লগ কিৰব পৰা পিৰেৱশত আিছেলাঁ, আৰু হািডর্েয়
জািনিছল েয ৰ’জাছর্-ৰামানুজন অেভদৰ পৰ্িত েমাৰ আগৰ্হ আেছ। েসেয় পযর্ােলাচনা কিৰবৈল েতওঁ েমাৈল এখন
গেৱষণা-পতৰ্ পিঠয়াইিছল। ডিব্লউ. এন. েবইিলৰ এই গেৱষণা-পতৰ্খনত ৰ’জাছর্-ৰামানুজনৰ দেৰ অেভদ উিলওৱাৰ
এক নতুন পদ্ধিত সিন্নিবষ্ট আিছল। মই হািডর্ৰ বােব এটা পৰ্িতেবদন িলিখেলাঁ, িকছুমান সংেশাধনীৰ পৰামশর্ আগবঢ়াই
পৰ্কাশৰ বােব অনুেমাদন কিৰেলাঁ। হািডর্েয় েদিখেল েয ৰ’জাছর্-ৰামানুজন অেভদৰ পৰ্িত গুৰুতৰ আগৰ্হ থকা ইংেলণ্ডৰ
মাতৰ্ দুজন বয্িক্তেয় ইজেন িসজনৰ পৰা িবিচ্ছন্ন ৈহ থকােটা এক অসব্াভািৱক কথা। গিতেক েতওঁ সুিবেবচনােৰ
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েৰফাৰীৰ নাম পৰ্কাশ নকৰাৰ িনয়ম ভংগ কিৰেল। েতওঁ েমাৰ নাম িলিখ েবইিলৈল েমাৰ পৰ্িতেবদনেটা পিঠয়াইিছল।
েবইিলেয় লেগ লেগ েমাৈল সহাঁিৰ পিঠয়ােল, আৰু আিম অেভদৰ আদান-পৰ্দান অবয্াহত ৰািখেলাঁ। ইয়াৰ মাজেত
েবইিলেয় অেভদ িনণর্য়ৰ বােব েতওঁৰ চূড়ান্ত আৰু বহুত েবিছ শিক্তশালী ‘েবইিল যুগ্ম’ পদ্ধিতেটা উিলয়ােল [১৩]।
যুদ্ধকালীন কাগজৰ নাটিনৰ বােব মই পযর্ােলাচনা কৰা গেৱষণা-পতৰ্খন [১৪] ১৯৪৭ চনৈলেক ছপা ৰূপত পৰ্কাশ
েপাৱা নািছল, আৰু ‘Bailey Pair’ গেৱষণা-পতৰ্খন [১৫] ১৯৪৯ চনৈলেক পৰ্কাশ েপাৱা নািছল। িকন্তু েবইিলৰ মহৎ
কমর্েটা ১৯৪৩-৪৪ চনৰ েসই শীতকালত কৰা ৈহিছল, আৰু মই ভাগয্ৱান আিছেলাঁ েয েতিতয়া েতওঁৰ কামসমূহত
পৰ্িতিকৰ্য়া পৰ্কাশ কেৰাঁতা িহচােপ কাম কিৰিছেলাঁ। েবইিলক মই েকিতয়াও লগ েপাৱা নািছেলাঁ। েসই মাহেকইটা
েতওঁ মানেচষ্টাৰত আিছল, আৰু মই বািকংহামেশব্ৰৰ এখন অৰণয্ৰ মাজত থকা ৰেয়ল এয়াৰ ফ’চর্ েবামব্াৰ কমাণ্ডৰ
মুখয্ কাযর্ালয়ত আিছেলাঁ।

েসইেটা বৰ দীঘলীয়া, কিঠন, িবষাদময় শীতকাল আিছল। মই েবামব্াৰ কমাণ্ডত পৰ্িত সপ্তােহ ষািঠ ঘণ্টা কাম
কিৰ আিছেলাঁ। মই িবেশ্লষণ কিৰবলগীয়া েবামাৰু িবমানৰ েলাকচান কৰ্মাগতভােব বািঢ় ৈগ আিছল। যুদ্ধ অন্ত পৰাৰ
েকােনা ইংিগত নািছল। েসই শীতকালৰ সিন্ধয়ােবাৰত মই ৰামানুজনৰ বািগচাত িবচৰণ কিৰ, েবইিলৰ পৰা পাই থকা
িচিঠেবাৰ পিঢ়, েবইিলৰ ধাৰণােবাৰৰ মােজেৰ কাম কিৰ, নতুন নতুন ৰ’জাছর্-ৰামানুজন অেভদ আিৱষ্কাৰ কিৰ িনজেক
পৰ্কৃিতস্থ কিৰ ৰািখেলাঁ। ৰামানুজেন িযেবাৰ ভাল পােলেহঁেতন, েতেনধৰণৰ মই বহুেকইটা অেভদ পাইিছেলাঁ। েমাৰ
িপৰ্য় আিছল এইেটা:

∞∑
n=০

xn
২+n (১ + x+ x২)(১ + x২ + x৪) · · · (১ + xn + x২n)

(১ − x)(১ − x২) · · · (১ − x২n+১)
=

∞∏
n=১

(১ − x৯n)

(১ − xn)
. (১১)

১৯৪৪ চনৰ মৃতুয্ আৰু ধব্ংসলীলাৰ মাজেত ঠাণ্ডা অন্ধকাৰ সিন্ধয়ােবাৰত এই সুন্দৰ অেভদেবাৰ িলিখ থােকাঁেত মই
িনজেক ৰামানুজনৰ ওচৰ অনুভৱ কিৰিছেলাঁ। ১৯১৭ চনৰ মৃতুয্ আৰু সংহাৰৰ মাজত েতওঁ ইয়াতৈকও েবিছ ধুনীয়া
অেভদ িলিখ আিছল।

৪. এটিকন
অৱেশষত েযিতয়া িদব্তীয় িবশব্যুদ্ধৰ অন্ত পিৰল, মই আেমিৰকাৈল আিহ পদাথর্িবজ্ঞানী েহাৱাৰ িসদ্ধান্ত লেলাঁ। িকন্তু
মই ৰামানুজনক পাহৰা নািছেলাঁ। আৰু অিলভাৰ এটিকনৰ ৈসেত থকা েমাৰ বনু্ধতব্ৰ জিৰয়েত িবভাজনৰ সবর্সম
ৈবিশষ্টয্ৰ পৰ্িত থকা েমাৰ আগৰ্হ জীয়াই আিছল। এটিকন আৰু ছুইনাটর্ন-ডায়ােৰ (৮), (৯), (১০) অেভদেকইটাৰ
িবৰুেদ্ধ চেলাৱা দীঘলীয়া সংগৰ্ামৰ সময়ত েতওঁ েমাৰ ৈসেত েযাগােযাগ অবয্াহত ৰািখিছল। েতওঁেলাকৰ ১৯৫৩ চনৰ
গেৱষণা-পতৰ্ত িলিপবদ্ধ কৰা পূণর্ িবজয়ৰ ৈসেত এই সংগৰ্ামৰ সামৰিণ পিৰিছল [৯]। পৰৱতর্ী েপান্ধৰ বছৰ ধিৰ
এটিকেন েজা েলহনাৰ আৰু মিৰছ িনউেমনৰ ৈসেত িমিল মডুলাৰ ৰূপৰ তত্তব্ৰ গভীৰ অেনব্ষণত িনমিজ্জত ৈহিছল
যাৰ পৰা িবভাজনৰ সবর্সম ৈবিশষ্টয্ৰ উেন্মষ ঘেট। এটিকন দুটা েবেলগ েবেলগ ধৰেণেৰ এজন পথ পৰ্দশর্ক আিছল।
গািণিতক আিৱষ্কাৰৰ উেদ্দেশয্ ইেলɄিনক কিম্পউটাৰ সৃিষ্টশীলভােব বয্ৱহাৰ কৰা পৰ্থম বয্িক্তসকলৰ িভতৰত েতওঁ
অনয্তম। িচল্টনৰ এটলাছ কিম্পউটাৰত েতওঁঁৰ সীমাহীন পৰ্েৱশ-সুচলতা আিছল, আৰু ইয়াৰ জিৰয়েত েতওঁ মডুলাৰ
ৰূপৰ নতুন জগতখন অেনব্ষণ কিৰিছল। েতওঁৰ অেনব্ষণৰ পৰা মােজ সমেয় নতুন িবভাজন সবর্সমতাৰ দেৰ বস্তুৰ
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উেন্মষ ঘিটিছল [১৬], [১৭],
p(১১৩ · ১৩n+ ২৩৭) ≡ ০ (mod ১৩), (১২)

p(২৩৩ · ১৭n+ ২৬২৩) ≡ ০ (mod ১৭). (১৩)

পৰ্িতেটা অখণ্ড সংখয্াৰ সব্কীয়তাক ৈল থকা ৰামানুজনৰ সেন্তাষৰ এটিকেনা অংশীদাৰ আিছল। িলটল্ উেড এবাৰ
মন্তবয্ কিৰিছল েয পৰ্িতেটা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া ৰামানুজনৰ বয্িক্তগত বনু্ধসকলৰ মাজৰ এজন। এটিকনেৰা অখণ্ড
সংখয্াৰ ৈসেত বয্িক্তগত বনু্ধতব্ আিছল। (১৩) ৰ দেৰ এক সবর্সমতা আিৱষ্কাৰৰ আশা কৰাৰ আগেত আপুিন ১৭
আৰু ২৩ অৰ বয্িক্তগত বনু্ধ হ’ব লািগিছল। িকন্তু এটিকন অিধক গুৰুতব্পূণর্ অথর্ত এজন পথ পৰ্দশর্ক আিছল।
েকৱল সুন্দৰ পিৰপািট অেভদৰ সংগৰ্াহক ৈহেয়ই েতওঁ সন্তুষ্ট নািছল। েতওঁৰ এক বৃহত্তৰ সব্প্ন আিছল। েতওঁৰ সব্প্ন
আিছল মডুলাৰ ৰূপৰ গািণিতক তত্তব্ৰ এক বৃহৎ একতৰ্ীকৰণ, য’ত িবভাজনৰ সকেলা জ্ঞাত আৰু অজ্ঞাত সবর্সম
ৈবিশষ্টয্ িবেশষ উদাহৰণ িহচােপ েদখা িদব। েতওঁৰ সবর্াত্মক একতৰ্ীকৰণ এিতয়াও েহাৱা নাই যিদও েতওঁ এটা ভাল
আৰম্ভিণ কিৰিছল। সংঘ-তত্তব্, ফলন-তত্তব্ আৰু সংকাৰক-তত্তব্ৰ পৰা ধাৰণাসমূহক একিতৰ্ত কিৰ েতওঁ িযেটা ভূখণ্ড
অেনব্ষণ কিৰিছল, েসয়া এিতয়া পৰৱতর্ী পৰ্জন্মৰ অগৰ্ণীসকলৰ উপিনেবিশকৰণৰ বােব মুকিল ৈহেছ। এটিকেন িয
কিৰ আিহেছ েসয়া ৈহেছ ৰামানুজনৰ বািগচা আৰু আধুিনক গিণতৰ বৃহৎ জগতখনৰ মাজত সংেযাগ িবচািৰ উিলওৱা।
বািগচাখন ৱাটছনৰ সময়ৰ দেৰ, চািৰওফােল েবৰ থকা সৰু আশৰ্য়যুক্ত েকাণ এটা হ’ব নালােগ। এিতয়া এটিকন
আৰু আনসকলৰ কৃপাত এইখন েবৰহীন, বহল বীিথকাৰ েচৗিদশ েখালা থকা এখন বািগচা। েশহতীয়াৈক এটিকেন
েতওঁৰ ছাতৰ্ী মাগর্ােৰট িমিলংটন-এছৱথর্ৰ মৃতুয্ক ৈল িলখা এটা সংবােদ [১৮] বহল পৰ্াকৃিতক দৃশয্ৰ এক িবেশষভােব
স্পষ্ট ছিব আগবঢ়াইেছ।

১৯৬৮ চনত এটিকনৰ ৈসেত এই ডাঙৰ িবষয়সমূহৰ িবষেয় আেলাচনা কিৰ থােকাঁেত মই পুনৰ এটা সৰু িবষয়ৰ
সম্পেকর্ িচন্তা কিৰবৈল আৰম্ভ কিৰেলাঁ– সৃষ্টক ফলনেবাৰৰ িবনয্াস তািত্তব্ক অথর্ (৪) িযেটা মই ২৫ বছৰ আগেত
এটা পৰ্দত্ত েৰংকৰ িবভাজনৰ বােব পাইিছেলাঁ। েদখা গ’ল েয িবনয্াস তত্তব্ৰ এটা সৰল যুিক্তেয় আমাক (৪) ক বুজাত
সহায় কেৰ, আৰু লগেত (৫) অৰ নতুন পৰ্মাণ িদেয় [১৯]। মূল পদেক্ষপেটা ৈহেছ িবভাজনসমূহক েকৱল ধনাত্মক
অংশসমূহৰ পিৰৱেতর্ অঋণাত্মক অংশসমূেহেৰ িবেবচনা কৰা। এটা িবভাজনত িযেকােনা সংখয্ক শূনয্ অংশ িহচােপ
থািকব পােৰ। িবভাজনৰ েৰংকক পূবর্ৰ দেৰই, বৃহত্তম অংশৰ পৰা অংশৰ সংখয্া িবেয়াগ কিৰ সংজ্ঞািয়ত কৰা হয়।
ধৰা হ’ল, qm(n) েটা অঋণাত্মক অংশ ৈল গিঠত n অৰ m েৰংকৰ িবভাজনৰ সংখয্া। েতিতয়া qm(n) ৰ মানৰ
তািলকাখনত দুটা পৃথক আৰু সব্তন্তৰ্ পৰ্িতফলন সমিমিত থােক, িযেকইটা হ’ল

qm(n) + q১−m(n) = p(n), (১৪)
আৰু

qm(n) = q−২−m(n−m− ১). (১৫)

এই দুেয়াটা সমিমিত িবভাজনৰ পুৰিণ সুপিৰিচত সংযুগ্ম সমিমিতৰ পৰা সহেজ আহৰণ কিৰব পািৰ। মই পৰ্থেম
(১৪) েটা লওঁ। ধনাত্মক অংশ যুক্ত িযেকােনা িবভাজন P আৰু িযেকােনা পূণর্সংখয্া m িদেল, আপুিন অঋণাত্মক
অংশ যুক্ত এটা িবভাজন Q ক িনম্নিলিখত ধৰেণ িনমর্াণ কিৰব। যিদ P ৰ েৰংক r ≥ m, েতেন্ত আপুিন m েৰংকৰ
Q িবভাজনেটা গঠন কিৰবৈল P ত পযর্য্াপ্ত শূনয্ েযাগ কেৰ। যিদ P ৰ েৰংক r < m, আপুিন সংযুগ্ম P লয় যাৰ
েৰংক (−r) ≥ ১ − m, আৰু েৰংক (১ − m) ৰ Q িবভাজন পাবৈল পযর্য্াপ্ত শূনয্ েযাগ কেৰ। P আৰু Q ৰ
মাজৰ সম্পকর্েটা এৈককী-আচ্ছািদত, আৰু ইয়াৰ দব্াৰা (১৪) পৰ্মািণত হয়।
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(১৫) ৰ পৰ্মাণ ইয়াতৈকও সহজ। অঋণাত্মক অংশ যুক্ত, m েৰংকৰ িযেকােনা িবভাজন Q ক, আপুিন ধনাত্মক
অংশ যুক্ত িবভাজন P পাবৈল পৰ্িতেটা অংশত এক েযাগ কেৰ, তাৰ পাছত সংযুগ্ম P উিলয়ায় আৰু অঋণাত্মক অংশ
যুক্ত িবভাজন Q′ পাবৈল পৰ্িতেটা অংশৰ পৰা এক িবেয়াগ কেৰ। Q আৰু Q′ ৰ মাজৰ সম্পকর্েটা এৈককী-আচ্ছািদত,
আৰু ইয়াৰ দব্াৰা (১৫) পৰ্মািণত হয়। এিতয়া (১৪), (১৫) সমিমিত দুটা এেকলগ কিৰেল আপুিন পাব

qm(n) = p(n−m− ১)− qm+৩(n−m− ১). (১৬)

দুটা পৰ্িতফলনৰ পূৰণফল ৈহেছ এটা সঞ্চাৰণ (translation)। ইয়াত দুটা পৰ্িতফলনৰ সংিমশৰ্ণৰ পৰা উদ্ভৱ েহাৱা
৩ এককৰ সঞ্চাৰণেটা লক্ষয্ কৰক। েযিতয়া আপুিন (১৬) ক বাৰমব্াৰ িনজেতই পৰ্িতষ্ঠাপন কেৰ, ই িদেয় েয

qm(n) = p(n−m− ১)− p(n− ২m− ৫) + p(n− ৩m− ১২)− · · ·

=

∞∑
k=১

(−১)k−১p

(
n− km− ১

২k(৩k − ১)
)
. (১৭)

সীিমত সংখয্ক পদৰ িপছত (১৭) েশৰ্ণীেটা েশষ হয় আৰু সৃষ্টক ফলনেটা িদেয়

Qm(x) =

∞∑
n=১

qm(n)xn

= P (x)
∞∑
n=১

(−১)n−১x
১
২n(৩n−১)+mn, (১৮)

িযেটা m ≥ ০ ৰ বােব ৈবধ। এিতয়া অঋণাত্মক অংশ যুক্ত এটা িবভাজনৰ পৰা এটা শূনয্ অংশ আঁতৰােল আন এটা
িবভাজন েপাৱা যায় যাৰ েৰংক এক েবিছ। গিতেক,

qm(n)− pm(n) = qm+১(n). (১৯)

(১৮) আৰু (১৯) ৰ পৰা, m ≥ ০ ৰ বােব সৃষ্টক ফলন (৪) েটা েপােনেপােন পাব পািৰ, আৰু সমিমিতৰ দব্াৰা
ঋণাত্মক m অৰ বােবও (৪) পৰ্েযাজয্। েশষত, আপুিন m = ০ আৰু m = ১ ৰ বােব (১৮) েযাগ কিৰ আৰু (১৪)
পৰ্েয়াগ কিৰ অইলাৰৰ সূতৰ্ (৫) পাব পােৰ। এই আহৰণেটােৱই মই জনা একমাতৰ্ আহৰণ িযেয় সব্াভািৱকভােব বয্াখয্া
কেৰ েয অইলাৰৰ সূতৰ্ত িকয় ৩ আিৱভর্াৱ হয়।

৫. িৱনকুইষ্ট
ৰামানুজনৰ বািগচাখনৰ মােজেৰ েমাৰ পৰৱতর্ী েখাজেটা আৰম্ভ ৈহিছল িৱনকুইেষ্ট ৰামানুজনৰ সবর্সমতা (৩) সম্পকর্ীয়
েতওঁৰ নতুন পৰ্মাণৰ [৭] িবষেয় িলখা এখন িচিঠৰ জিৰয়েত। এইেটােৱ েমাক েমকড’নাল্ডৰ অেভদৰ সব্েগর্াদয্ানৈল
ৈল গ’ল, িযেটাৰ িবষেয় মই পূেবর্ও এবাৰ ৈকেছাঁ [২০]। েযাৱা দহ বছৰৰ িভতৰত েমকড’নাল্ডৰ অেভদ আৰু
ইয়াৰ সাধাৰণীকৰণ গিণতৰ আন এক নতুন বৃহৎ েক্ষতৰ্ৈল পিৰণত ৈহেছ, িযেটা এফােল ৰামানুজনৰ τ -ফলনৰ
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পৰা আৰম্ভ কিৰ আনেটা মূৰত লী বীজগিণত আৰু মনষ্টাৰ সংঘ আৰু জন কনেৱৰ ‘মনষ্টৰ্াছ মুনশব্াইন’ৈলেক িবসৃ্তত
ৈহ পিৰেছ [২১, ২২]। ৰামানুজনৰ বািগচাৰ পৰা অহা বীজেবাৰ বতাহত বিল থকাৰ লগেত সমগৰ্ ভূ-পৃষ্ঠত গিজ
উিঠেছ। আনিক িকছুমান বীজ পদাথর্িবজ্ঞানৰ েক্ষতৰ্ৈলও উিৰ গ’ল। েকইসপ্তাহমানৰ পূেবর্ ইনিষ্টিটউট ফৰ এডভান্সড
ষ্টাডীৰ অনয্তম যুৱ পদাথর্িবজ্ঞানী েগৰ্গৰী মূেৰ িলখা এটা নতুন পূবর্পৰ্কাশ (preprint) েদিখ মই আনিন্দত ৈহিছেলাঁ,
যাৰ িশেৰানাম আিছল ‘Atkin-Lehner Symmetry’ [২৩]। ছুপাৰিষ্টৰ্ং তত্তব্ৰ সেতজ বতাহজােক পদাথর্িবজ্ঞানৈল
এেনধৰেণ মডুলাৰ ৰূপ আিনেছ িযেটা অিলভাৰ এটিকন আৰু েজা েলহনােৰ সেপানেতা ভবা নািছল। েগৰ্গৰী মূৰৰ
এটা উিক্ত ইয়াত িদয়া হ’ল: “িকছু অথর্ত, এটিকন-েলহনাৰ ৰূপান্তৰৰ অধীনত ঋণাত্মক িচহ্নৰ অথর্ হ’ল আিম উচ্চ
শিক্তৰ ব’জনক কম শিক্তৰ ফািমর্য়নৰ ৈসেত িবিনময় কিৰ আেছাঁ, আৰু তাৰ ওেলাটােটাও কিৰেছাঁ।” এটিকন আৰু
েলহনােৰ মডুলাৰ ৰূপৰ েশৰ্ণী-িবভাজনৰ বােব িনজৰ সংকাৰক আিৱষ্কাৰ কৰাৰ সময়ত ব’জন আৰু ফািমর্য়নৰ কথা
ভবা নািছল। িকন্তু ছুপাৰিষ্টৰ্ং তত্তব্ৰ িবষেয় মই আৰু নকওঁ। েশৰ্াতাসকলৰ মাজত হয়েতা ছুপাৰিষ্টৰ্ঙৰ িবষেয় েমাতৈক
েবিছ জনা মানুহ আেছ। ছুপাৰিষ্টৰ্ং সমাজৰ সব্প্নই আমাক েভৗিতক বাস্তৱতাৰ পৰ্কৃত বণর্না িদব েন নাই েসইেটা
জািনবৈল আিম বহু সময় অেপক্ষা কিৰব লািগব। ইিতমেধয্ মাতৰ্ এটা িসদ্ধান্তেহ স্পষ্ট ৈহ পিৰেছ। ছুপাৰিষ্টৰ্ং তত্তব্
পৰ্কৃিতৰ পৰ্কৃত পৰ্িতচ্ছিব হওক বা নহওক, ই িনিশ্চতভােব িবশুদ্ধ গিণতৰ এক চমকপৰ্দ সৃিষ্ট। িবশুদ্ধ গিণত িহচােপ
ই ৰামানুজনৰ বািগচাত পূৰঠ েহাৱা বীজৰ পৰা গজা আন িযেকােনা ফুলৰ দেৰই সুন্দৰ।

৬. গাভর্ান
ছুপাৰিষ্টৰ্ঙৈল ফালিৰ কািট অহাৰ পাছত মই েমাৰ পৰ্থম েপৰ্মৈল উভিত যাওঁ, িযেটা ৈহেছ িবভাজন তত্তব্। েফৰ্ংক
গাভর্ােন েকইিমিনটমানৰ পাছত বক্তবয্ আগবঢ়ােল আেপানােলােক শুিনব, েয েতওঁ িবভাজন আৰু েসইেবাৰৰ েৰংক
সংজ্ঞািয়ত কৰাৰ এটা নতুন উপায় িবচািৰ পাইেছ [৮]। েতওঁৰ নতুন সংজ্ঞােৰ েতওঁ এই সংখয্ােটা িহচাপ কিৰব
পােৰ

Pq,m
V (n),

িযেটা n ৰ েভক্টৰ িবভাজনসমূহৰ লগত জিড়ত যাৰ েৰংক মডুেলা q ৰ সােপেক্ষ m অৰ সবর্সম। েভক্টৰ িবভাজন
িক, েসইেটা েকাৱাৰ দািয়তব্ মই েতওঁৰ হাতত এিৰেলাঁ। নতুন সংজ্ঞােটাৰ পিৰণিত হ’ল েয

P১১,m
V (১১k + ৬) =

(
১
১১

)
p(১১k + ৬), (২০)

িযেয় আমাক ৰামানুজনৰ তৃতীয় সবর্সমতা (৩) ৰ এক িবনয্াস তািত্তব্ক বয্াখয্া িদেছ। েমাৰ পুৰিণ েৰংকৰ সংজ্ঞােটােৱ
(২০) চতর্েটা পূৰণ কিৰবৈল বয্থর্ হ’ল। মই গাভর্ানৰ বক্তবয্ চুিৰ কিৰব িবচৰা নাই। মই মােথাঁ ক’ব িবচািৰেছাঁ েয
গাভর্ানৰ এই সুন্দৰ আিৱষ্কাৰেটা এটা অন্ত নহয়, বৰঞ্চ এক আৰম্ভিণেহ৷ েতওঁৰ কমর্ৰ বােব মূল েপৰ্ৰণা পৰ্দান কৰা
ফলাফল (২০) েতওঁৰ বািগচাত থকা বহুেতা ফুলৰ মাজত এটােহ মাতৰ্। ভিৱষয্তৰ বােব অিধক গুৰুতব্পূণর্ ৈহেছ েতওঁ
Pq,m

V (n) আৰু মক েথটা-ফলনৰ মাজত িবচািৰ েপাৱা সম্পকর্সমূহ। মক েথটা-ফলেন আমাক এিতয়াও আিৱষ্কাৰ
েনােহাৱা এটা সবর্াত্মক সংেশ্লষণৰ ইংিগত িদেয়। েকেনবাৈক ইয়াক এটা সুসংহত সংঘ-তািত্তব্ক গঠনত গিঢ় েতালা
সম্ভৱ হ’ব লােগ, িযেটা েহেকই েজকিবৰ পুৰিণ েথটা-ফলনসমূহৰ িভিত্তত গিঢ় েতালা মডুলাৰ ৰূপৰ গঠনৰ ৈসেত
সাদৃশয্পূণর্। এইেটা ভিৱষয্তৰ বােব এক পৰ্তয্াহব্ান ৈহেয়ই আেছ। েমাৰ সেপান আেছ েয মই েসই িদনেটা চাবৈল
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জীয়াই থািকম, েযিতয়া ছুপাৰিষ্টৰ্ং তত্তব্ৰ ভিৱষয্দব্াণীসমূহক বাস্তিৱক জগতখনৰ ৈসেত িমল ৰািখবৈল সংগৰ্াম কিৰ
থকা আমাৰ যুৱ পদাথর্িবজ্ঞানীসকেল েতওঁেলাকৰ িবেশ্লষণাত্মক েকৗশলসমূহ বৃিদ্ধ কিৰ েকৱল েথটা-ফলেনই নহয়,
মক েথটা-ফলনেকা সামিৰ ল’ব। হয়েতা আিম এিদন এজন পদাথর্িবজ্ঞানীেয় িলখা পূবর্পৰ্কাশ এটা েদিখবৈল পাম
যাৰ িশেৰানাম ‘মক এটিকন-েলহনাৰ সমিমিত’। িকন্তু এইেটা সম্ভৱ ৈহ উঠাৰ পূেবর্ মক-মডুলাৰ ৰূপ আৰু তাৰ
মক-পৰ্িতসমতাৰ িবশুদ্ধ গািণিতক অেনব্ষণ বহু দূৰৈল ৈল যাব লািগব।

৭. এনু্দৰ্জ আৰু িহকাৰচন
মাতৰ্ েযাৱা েকইসপ্তাহমানৰ িভতৰত েফৰ্ংক গাভর্ানৰ েথিছছ [৮] পিঢ় জজর্ এনু্দৰ্জৰ ৈসেত িচিঠৰ আদান-পৰ্দান কৰাৰ
ফলত মই ৰামানুজনৰ বািগচাত েমাৰ সবােতাৈক েশহতীয়া েখাজেটা েপলাইিছেলাঁ। ৰামানুজনৰ ফলেনেৰ আৰম্ভ
ৈহিছল এই েখাজেটা

R(q) = ১ +
∞∑
n=১

q
১
২n(n+১)

(১ + q)(১ + q২) · · · (১ + qn)
, (২১)

িযেটা জজর্ এনু্দৰ্েজ েশহতীয়া দুখন গেৱষণা-পতৰ্ৰ েযােগেৰ আমাৰ দৃিষ্টেগাচৰ কিৰিছল [২৪, ২৫]। ৰামানুজনৰ েহেৰাৱা
েটাকাবহীত এই ফলনেটাৰ উেল্লখ আেছ, আৰু ইয়াৰ ৈবিশষ্টয্সমূহ এনু্দৰ্জ আৰু িডন িহকাৰছেন এটা পূবর্পৰ্কাশত
স্পষ্ট কিৰ িদেছ [২৬] । েতওঁেলােক িলিখেছ

Rq =
∞∑
n=০

S(n)qn. (২২)

S(n) সহগেবাৰৰ এটা সৰল িবনয্াস তািত্তব্ক অথর্ আেছ,

S(n) =
∑
P

(−১)r(P ), (২৩)

ইয়াক অসমান অংশত িবভক্ত n ৰ িবভাজন P সমূহৰ িভিত্তত েযাগ কৰা ৈহেছ, য’ত r(P ) ৈহেছ P ৰ েৰংক।
এনু্দৰ্েজ S(n) ৰ েকইবা হাজাৰ মান সাংিখয্কভােব গণনা কিৰ েদিখেল েয ইয়াৰ অদু্ভত ৈবিশষ্টয্ আেছ। পৰ্থমেত,
েগােটইেবাৰ মান সৰু সৰু। িদব্তীয়েত, ইয়ােৰ অিধকাংশই শূনয্। েতওঁ েতওঁৰ পিৰসৰৰ িভতৰত S(n) ৰ সবর্বৃহৎ
মানৰ পৰ্থম আিৱভর্াৱ তািলকাভুক্ত কিৰিছল। েসইেকইটা হ’ল,

S(২২) = ৩, (২৪)
S(৪৫) = ৪, (২৫)

S(১৬০৯) = ৬, (২৬)
S(৩২৮৮) = ৮. (২৭)

েমাৰ মনত পিৰল েয ৰামানুজনৰ িবভাজন সবর্সমতা (১), (২), (৩) বুজাৰ েক্ষতৰ্ত, কথােবােৰ সদায় ভালদেৰ কাম
কেৰ যিদ িবভাজন-ফলন p(n) অক

N = ২৪n+ ১ (২৮)
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অৰ ফলন িহচােপ িবেবচনা কৰা হয়। এই েকৗশলেটােৱ কাম িদেয়, কাৰণ p(n) অৰ সৃষ্টক ফলন (৫) অক

x−(১/২৪) (২৯)

এেৰ পূৰণ কিৰব লািগব, যাৰ দব্াৰা এইধৰণৰ মডুলাৰ ৰূপ এটা েপাৱা যাব–

x−১/২৪P (x) =

[ ∞∑
−∞

(−১)nx(৬n−১)২/২৪
]−১

. (৩০)

গিতেক মই (২৪), (২৫), (২৬), (২৭) ত থকা n অৰ মানৰ ৈসেত এেকটা েকৗশল েচষ্টা কিৰেলাঁ। লেগ লেগ মই
পাইিছেলাঁ–

N = ৫২৯ = ২৩২, (৩১)
N = ১০৮১ = ২৩ · ৪৭, (৩২)
N = ৩৮৬১৭ = ২৩২ · ৭৩, (৩৩)
N = ৭৮৯১৩ = ২৩ · ৪৭ · ৭৩. (৩৪)

এয়া বয্ৱহািৰক গিণতৰ এক সুন্দৰ িনদশর্ন, িযেটা ধাৰাক েমাৰ সহকমর্ী আমর্াণ্ড বেৰেল েশহতীয়াৈক ভূয়সী পৰ্শংসা
কিৰেছ [২৭]। (২৪k ± ১) আকাৰৰ েমৗিলক উৎপাদকত পৰ্কাশ েহাৱােটা েকােনাধৰেণ আকিস্মক হ’ব েনাৱােৰ।
স্পষ্টভােব এই েমৗিলক সংখয্ােবােৰ S(n) সহগেবাৰৰ গঠনত এক িবেশষ ভূিমকা পালন কিৰব লািগব। S(n) অৰ
পৰ্থম এশটা মানৰ ৈসেত িকছু সময় েখিল থকাৰ পাছত মই এটা স্পষ্ট সূতৰ্ পােলাঁ,

f(N) = S(n). (৩৫)

পৰ্েতয্ক N = ২৪n+ ১ অৰ এক অিদব্তীয় উৎপাদক িবেশ্লষণ আেছ

N = η

(∏
α

pα
sα

)∏
β

qβ
sβ

 , (৩৬)

য’ত pα ৈহেছ মডুেলা ২৪ অৰ সােপেক্ষ ১ অৰ সবর্সম ধনাত্মক েমৗিলক সংখয্া নতুবা ২৪ অৰ সােপেক্ষ −১ অৰ
সবর্সম েমৗিলক সংখয্াৰ ঋণাত্মক মান। qβ ৈহেছ মডুেলা ২৪ অৰ সােপেক্ষ ±৫, ±৭ বা ±১১ ৰ সবর্সম েমৗিলক
সংখয্া, আৰু η = ±১।

η = +১ (৩৭)

েনােহাৱাৈলেক সহগ f(N) অৰ মান শূনয্। আৰু সকেলা sβ যুগ্ম,

sβ = ২tβ . (৩৮)
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ইয়াৰ দব্াৰা বুজা যায় েয েবিছভাগ S(n) িকয় শূনয্। েযিতয়া (৩৭) আৰু (৩৮) সঁচা, েতিতয়া

f(N) =

(∏
α

(১ + sα)ϵ
sα
α

)∏
β

ϵ
tβ
β

 , (৩৯)

য’ত ϵα, ϵβ িচহ্নেবাৰ তলত িদয়া ধৰেণ সংজ্ঞািয়ত কৰা ৈহেছ। ধনাত্মক বা ঋণাত্মক, পৰ্িতেটা েমৗিলক সংখয্া pα
ক িনেম্নাক্ত ধৰেণ পৰ্কাশ কিৰব পািৰ

pα = a২ − ৭২b২, (৪০)

আৰু ইয়াৰ পৰা েপাৱা যায় েয
ϵα = (−১)b. (৪১)

(৪০) নং পৰ্কাশ-ৰািশেটা অিদব্তীয় নহয়, িকন্তু b ৰ বােব এটা পৰ্দত্ত pα ৰ সকেলা উপস্থাপনৰ এেক সমতা (parity)
আেছ। েশষত, ϵβ ক িলেজেণ্ডৰ্ িচহ্নৰ দব্াৰা সংজ্ঞািয়ত কৰা হয়

ϵβ = −
(

২
qβ

)
. (৪২)

এই ফলাফলসমূহ পূেবর্ এনু্দৰ্জ আৰু িহকাৰছন, দুেয়াজেন সব্তন্তৰ্ভােব আিৱষ্কাৰ কিৰিছল [২৬]। তােতাৈক গুৰুতব্পূণর্
কথােটা হ’ল এনু্দৰ্জ আৰু িহকাৰছেন েসইেবাৰ পৰ্মাণ কিৰিছল, মই কৰা নািছেলাঁ। তথািপ ৰামানুজনৰ বািগচাত
এেন ফুল ফুিল থকা েদিখবৈল পাই বৰ ভাল লািগিছল।

মই আন এটা সৰু ফুল পাইিছেলাঁ িযেটা এনু্দৰ্জ আৰু িহকাৰছনৰ চকুত পৰা নািছল। (৩৯) দব্াৰা সংজ্ঞািয়ত
f(N) ফলনেটা েদিখেল এেন লােগ েযন ই গুণাত্মক হ’ব লােগ, িকন্তু ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া N অৰ ওপৰত ই
পৰ্কৃতেত গুণাত্মক নহয়। উদাহৰণসব্ৰূেপ,

f(২৩ · ৪৭) = ৪, (৪৩)

িকন্তু f(২৩) আৰু f(৪৭) সংজ্ঞািয়ত নহয়। এিতয়া ইয়াৰ পৰ্িতকাৰ স্পষ্ট ৈহ পিৰেছ। আিম েকৱল (৩৯), (৪০)
আৰু (৪১) বয্ৱহাৰ কিৰ f(N) ৰ সংজ্ঞােটা ঋণাত্মক N ≡ ১ (mod ২৪) ৈল সম্পৰ্সািৰত কেৰাঁ। িযেহতু,

−২৩ = ৭২ − ৭২ · ১২,−৪৭ = ৫২ − ৭২ · ১২, (৪৪)

(৩৯) নং সংজ্ঞােটাৰ পৰা আিম পাওঁ

f(−২৩) = f(−৪৭) = −২, (৪৫)
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আৰু (৪৩) গুণাত্মক ৈবিশষ্টয্ৰ ৈসেত সামঞ্জসয্পূণর্। িযেহতু

৭৩ = ১৯২ − ৭২ · ২২, (৪৬)

আিম পাওঁ
f(৭৩) = ২, (৪৭)

আৰু S(n) ৰ মান (২৪), (২৫), (২৬), (২৭) সমূেহা গুণাত্মক ৈবিশষ্টয্ৰ ৈসেত সংগিতপূণর্। সম্পৰ্সািৰত f(N)

ধনাত্মক আৰু ঋণাত্মক অখণ্ড সংখয্া N = ২৪n+ ১ ৰ সংহিতেটাত গুণাত্মক।

িকন্তু এিতয়া এটা নতুন পৰ্শ্নৰ উত্থাপন ৈহেছ। যিদ আিম S(n) ৰ সংজ্ঞােটা ঋণাত্মক n ৈল সম্পৰ্সাৰণ কেৰাঁ,
েতেন্ত (২২) েশৰ্ণীেটা এটা িদব্পািক্ষক গুেণাত্তৰ েশৰ্ণীৈল পিৰণত হ’ব

∞∑
n=−∞

S(n)xn = R(x) + L(x−১), (৪৮)

য’ত (২১) দব্াৰা েসাঁহাতৰ েশৰ্ণী R(q) ৰ মান িদয়া ৈহেছ, আৰু বাওঁহাতৰ েশৰ্ণী L(q) হ’ল–

L(q) = −২q − ২q২ − ২q৩ + ২q৭ + ২q৮ + · · · . (৪৯)

েতেন্ত বাওঁহাতৰ েশৰ্ণীেটাৰ অথর্ িক

L(q) =

∞∑
n=১

S(−n)qn? (৫০)

আিম জােনা েয R(q) আৰু L(q) ৰ সহগেবাৰ f(N) অৰ গুণাত্মক ৈবিশষ্টয্ৰ দব্াৰা বজৰ্গুণনসাধয্। িকন্তু এই
বজৰ্গুণনীয়তাই আমাক L(q) ৰ বােব এটা স্পষ্ট সংজ্ঞা িনিদেয়। গিতেক মই (৩৯) ৰ পৰা L(q) ৰ পৰ্থম পঞ্চাশটা
সহগ গণনা কিৰেলাঁ আৰু সুিনিদর্ষ্ট সূতৰ্েটা পােলাঁ (পুনৰ বয্ৱহািৰক গিণত)

L(q) = ২
∞∑
n=১

(−১)n qn
২

(১ − q)(১ − q৩) · · · (১ − q২n−১)
, (৫১)

িযেয় R(q) ৰ বােব ৰামানুজনৰ সূতৰ্ (২১) ক সেন্তাষজনকভােব পিৰপূৰণ কেৰ। (২১) ৰ িনিচনাৈক (৫১) নং সংজ্ঞাৰ
এটা িবনয্াস তািত্তব্ক বয্াখয্া আেছ। (২৩) ৰ সলিন এিতয়া আমাৰ হাতত আেছ

S(−n) = ২
∑
P

(−১)ℓ(P ), (৫২)

য’ত, অযুগ্ম অংশেৰ গিঠত আৰু দুটা কৰ্িমক অংশৰ মাজত সবর্ািধক পাথর্কয্ ২ ৈল n ৰ িবভাজনসমূহৰ দব্াৰা P ক
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েযাগ কৰা হয়, আৰু
ℓ(P ) =

১
২(বৃহত্তম অংশ + ১). (৫৩)

জজর্ এনু্দৰ্জ আৰু িডন িহকাৰছেন েবইিলৰ েকৗশল বয্ৱহাৰ কিৰ (৫১) ৰ পৰ্মাণ িদবৈল সক্ষম ৈহিছল [১০, ১৫]। তাৰ
পাছত আমাৰ হাতত কৰ্মাগত দুই ফলন R(q) আৰু L(q) ৰ এটা পিৰবন্ধ েগাট আেছ যাৰ পৰ্েতয্কেৰ ৰামানুজনৰ
ধৰণৰ এটা েশৰ্ণী সম্পৰ্সাৰণ আেছ, আৰু বজৰ্গুণনীয় সহগ আেছ।

R(q) আৰু L(q) ফলনৰ এই েযাৰেটা আিজ এক িবিচ্ছন্ন েকৗতুহল। িকন্তু মই িনিশ্চত েয, ৰামানুজনৰ বািগচাখনৰ
আন বহুেতা ধুনীয়া বস্তুৰ দেৰই ই এক বহল গািণিতক সংৰচনাৰ এক িবেশষ উদাহৰণ ৈহ উিঠব। বজৰ্গুণনীয়তাৰ
দব্াৰা সম্পিকর্ত সহগ থকা দুটা বা তাতৈক অিধক ফলনৰ আন িকছুমান েগাট সম্ভৱতঃ আেছ, িযসমূেহ ৰামানুজেন
েতওঁৰ R(q) ৰ বােব আিৱষ্কাৰ কৰাৰ দেৰই অেভদ মািন চেল। েমাৰ এটা অনুমান েয এেন বজৰ্গুণনীয় ফলনৰ
সমিষ্টসমূেহ এক সংৰচনাৰ সৃিষ্ট কিৰব যাৰ িভতৰত মক েথটা-ফলনসমূেহও স্থান পাব। িকন্তু এই অনুমান েকােনা
পৰ্িতিষ্ঠত পৰ্মাণৰ দব্াৰা সমিথর্ত নহয়। যিদ েকােনা সংেযাগ আেছ, তাক িবচািৰ উিলওৱাৰ দািয়তব্ মই সমেৱত
েশৰ্াতামণ্ডলীৈল এিৰেলাঁ।

সামৰিণত ৰামানুজনৰ ধাৰণােৰ সমৃদ্ধ গিণতৰ িভন্ন েক্ষতৰ্ত কাম কিৰ থকা আেপানােলাক আটাইেক আহব্ান
জনাইেছাঁ েয পুনৰ উৎসৈল, সংগৰ্হীত গেৱষণা-পতৰ্ আৰু েটাকাবহীৈল উভিত যাওঁক। হািডর্ৰ পৰ্স্তাৱনা সমব্িলত
গেৱষণা-পতৰ্ৰ সংকলনখন [২৮] ১৯২৭ চনত পৰ্কাশ ৈহিছল। “েহৰাই” েনােযাৱা েটাকাবহীেবাৰ ১৯৫৭ চনত পৰ্কাশ
ৈহিছল [২৯], আৰু এিতয়া েসইখন বৰ্ুচ বাণ্টর্ৰ সম্পাদনাত এক সুন্দৰ েটাকাযুক্ত সংস্কৰণ িহচােপ পৰ্কাশ পাইেছ
[৩১]। “েহেৰাৱা” েটাকাবহীখন এিতয়া জজর্ এনু্দৰ্জৰ িনষ্ঠাৱান পিৰশৰ্মৰ ফলত আমাৰ বােব সুলভ [৪]। ৪৭ বছৰ
আগেত েযিতয়া মই ৰামানুজনৰ বািগচাখনৰ মােজেৰ েখাজ কািঢ়বৈল আৰম্ভ কিৰিছেলাঁ, েতিতয়া েকৱল সংকিলত
গেৱষণা-পতৰ্সমূহেহ েপাৱা ৈগিছল। হািডর্ আৰু ৰাইটৰ ‘Theory of Numbers’ [৫] িকতাপখন সু্কলৰ পুৰস্কাৰ
িহচােপ বািছ েলাৱাৰ এবছৰৰ পাছত মই আন এটা পুৰস্কাৰ লাভ কিৰেলাঁ। িদব্তীয় পুৰস্কাৰেটাৰ বােব মই ৰামানুজনৰ
গেৱষণা-পতৰ্ৰ সংকলনখন বািছ ৈলিছেলাঁ। সংকলনখেন েমাৰ লগত ইংেলণ্ডৰ পৰা আেমিৰকাৈল যাতৰ্া কিৰেছ আৰু
আিজও ১৯৪০ চনৰ দেৰই সেতজ ৈহ আেছ। েযিতয়াই েমাৰ খং উেঠ বা হতাশা আেহ, েতিতয়াই গেৱষণা-পতৰ্ৰ
সংকলনখন েশব্ল্ফৰ পৰা উিলয়াই ৰামানুজনৰ বািগচাত িনৰেৱ েখাজ কােঢ়াঁ। মূৰৰ িবষ বা স্নায়িৱক সমসয্াত ভুিগ
থকা সকেলােক মই এইেটা িচিকৎসাৰ পৰামশর্ িদওঁ। আৰু ৰামানুজনৰ গেৱষণা-পতৰ্সমূহ েকৱল মূৰৰ িবষৰ বােবই
ভাল েথৰাপী নহয়। ইয়াৰ উপিৰ ই ধুনীয়া ধুনীয়া ধাৰণােৰ ভিৰ আেছ িযেয় আেপানাক অিধক আকষর্ণীয় গিণত
কিৰবৈল সহায় কিৰব পােৰ।
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