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পৰ্স্তাৱনা
ইংেলণ্ডত পৰ্ায় পাঁচটা বছৰ কেটাৱাৰ পাছত 1919 চনৰ 17 েফবৰ্ুৱাৰীত ৰামানুজন ভাৰতৈল ঘূিৰ আেহ। যিদওবা
ইংেলণ্ডত েশষৰ দুটা বছৰৰ েবিছভাগ সময় শাৰীিৰক অসুস্থতাৰ বােব েতওঁ নািচর্ংেহামত কটাবলগীয়া হয়, গিণতৰ
সম্পকর্ত েতওঁ কাম অবয্াহত ৰািখিছল। 1920 চনৰ 26 এিপৰ্লত ৰামানুজনৰ েদহাৱসান হয়। অসুস্থতাৰ সময়ত
ৰামানুজেন কৰা গািণিতক কমর্ৰািজৰ িভতৰত ম’ক েথটা ফলন অনয্তম। 1976 চনত েতওঁৰ ‘েহেৰাৱা েটাকাবহী’
(Ramanujan’s lost notebook) আিৱষ্কাৰ েহাৱাৈলেক গািণিতক সম্পৰ্দােয় েকৱল ম’ক েথটা ফলনৰ িবষেয়েহ
জািনিছল। এই ফলনেবাৰ ৰামানুজেন হািডর্ৈল েপৰ্ৰণ কৰা অিন্তমখন িচিঠত বণর্না কেৰ, য’ত েতওঁ িলিখিছল,

“এিতয়াৈলেক আেপানাৈল এখেনা িচিঠ িনিলখা বােব মই অতয্ন্ত দুঃিখত... অলপেত মই িকছুমান বৰ
আকষর্ণীয় ফলন আিৱষ্কাৰ কিৰেছাঁ, িযেবাৰক মই “ম’ক” θ-ফলন নাম িদেছাঁ। “িমছা” θ-ফলনৰ (false
theta function) িবপৰীেত (িযেবাৰ পৰ্. ৰ’জােচর্ আংিশকভােব অধয্য়ন কিৰিছল) এই ফলনেবােৰা
সাধাৰণ θ-ফলনৰ দেৰ সুন্দৰৈক গিণতত পৰ্েৱশ কেৰ। এই িচিঠখেনেৰ মই আেপানাৈল েকইটামান
উদাহৰণ পিঠয়াইেছাঁ।”

এই িচিঠখনত ৰামানুজেন চািৰটা তৃতীয় মাতৰ্াৰ, দহটা পঞ্চম মাতৰ্াৰ, আৰু িতিনটা সপ্তম মাতৰ্াৰ ম’ক েথটা ফলন
িনধর্াৰণ কেৰ। ফলনেকইটাৰ মাতৰ্াৰ (order) সম্পেকর্ েতওঁ অৱেশয্ এেকা িলখা নািছল। িকন্তু িচিঠখনত েতওঁ তৃতীয়
আৰু পঞ্চম মাতৰ্াৰ ফলনেকইটাই মািন চলা অেভদ (identity) িকছুমান উেল্লখ কিৰিছল।

1934 চনত হািডর্েয় ৰামানুজন জিড়ত ভােলিখিন তথয্ ৱাটচনৈল পিঠয়ায়। িকন্তু েসই তথয্িখিনৰ মাজত হয়েতা
ৰামানুজনৰ েহেৰাৱা েটাকাবহীিখিন নািছল বা আিছল যিদও ৱাটচেন েগােটই তথয্িখিন িবতংৈক েচাৱা নািছল। কাৰণ
1936 আৰু 1937 চনত পৰ্কাশ েপাৱা ৱাটচনৰ দুখন গেৱষণা-পতৰ্ত েতওঁ িলেখ েয িকছুমান তৃতীয় মাতৰ্াৰ ম’ক েথটা
ফলন আৰু েসইেবাৰৰ পিৰৱতর্ন সূতৰ্ৰ (transformation laws) িবষেয় ৰামানুজন অজ্ঞাত আিছল। িকন্তু েহেৰাৱা
েটাকাবহীত ৰামানুজেন েসই ম’ক েথটা ফলনেবাৰৰ পিৰৱতর্ন সূতৰ্েবাৰ পৰীক্ষা কিৰিছল। েহেৰাৱা েটাকাবহীৰ পৰ্সংগ
দেশর্াৱাৰ কাৰণ হ’ল, তাত ৰামানুজেন ষষ্ঠ আৰু দশম মাতৰ্াৰ ম’ক েথটা ফলন িকছুমােনা িলিখ ৰািখিছল।

ৰামানুজনৰ গিণতৰ পৰ্িত ৱাটচনৰ আগৰ্হ 1930 দশকৰ েশষৰফােল হৰ্াস পায়। িযেহতু 1947 চনত হািডর্ৰ মৃতুয্
হয়, এয়া অনুমান কৰা হয় েয 1934 আৰু 1947 চনৰ মাজৰ েকােনাবা সময়ত; সম্ভৱতঃ 1947 চনৰ ওচৰত হািডর্েয়
ৱাটচনক েহেৰাৱা েটাকাবহীৰ পাণু্ডিলিপেটা িদিছল।
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1965 চনত ৱাটচনৰ মৃতুয্ৰ পাছত, েৰংিকনৰ পৰ্স্তাৱ অনুযায়ী েহেৰাৱা েটাকাবহীৰ পাণু্ডিলিপেটা িটৰ্িনিট কেলজৰ
পুিথভঁড়ালৈল িনয়া হয়। পৰ্ায় দহ বছৰ ধিৰ পাণু্ডিলিপেটা েসই পুিথভঁড়ালেতই ‘েহৰাই ৈৰিছল’। 1976 চনত এণু্ডৰ্েজ
তাত পাণু্ডিলিপেটা িবছািৰ পায়। িনঃসেন্দেহ পাণু্ডিলিপেটা িবছািৰ পাবৈল এণু্ডৰ্জ এেকবােৰই সিঠক মানুহজন আিছল।
েহেৰাৱা েটাকাবহীৰ আটাইতৈক আকষর্ণীয় বস্তুিখিনেয়ই আিছল ম’ক েথটা ফলন।

পৰ্ায় 15 বছৰ পাছত, 1991 চনত এণু্ডৰ্জ আৰু িহকাৰচেন [1] ম’ক েথটা ফলনৰ সংজ্ঞা আগবঢ়ায়। বছৰ বাগৰাৰ
লগেত বহুেকইজন গিণতজ্ঞই নতুন ম’ক েথটা ফলন আিৱষ্কাৰ কৰাৰ উপিৰ েসইেবাৰৰ সম্পকর্ত অধয্য়ন কিৰবৈল
লয়। ম’ক েথটা ফলনৰ েশৰ্ণী সম্পৰ্সাৰণৰ (series expanion) সহগেবাৰৰ (coefficients) সম্পকর্ত গেৱষণা
আৰম্ভ কৰা হয়। তাৰ িভতৰত সহগেবাৰৰ সবর্সমতা ফলাফলেবাৰ (congruence result) অনয্তম।

েথটা আৰু িবভাজন ফলন
েপানপৰ্থেম q-গুণফলৰ (q-Product) সংজ্ঞা িদ েলাৱা যাওক। জিটল সংখয্া a, q, য’ত | q |< 1, আৰু সব্াভািৱক
সংখয্া n ≥ 1 অৰ বােব, আিম ধিৰ লওঁ েয

(a; q)n :=

n−1∏
j=0

(
1− aqj

)
, (a; q)∞ :=

∞∏
j=0

(
1− aqj

)
, fn := (qn; qn)∞ .

জিটল সংখয্া a আৰু b যােত | ab |< 1 অৰ বােব ৰামানুজনৰ সাধাৰণ েথটা ফলনৰ সংজ্ঞা হ’ল:

f(a, b) :=

∞∑
n=−∞

an(n+1)/2bn(n−1)/2.

ইয়াৰ িতিনটা িবেশষ আৰু জনিপৰ্য় উদাহৰণ হ’ল:
f(−q) := f(−q,−q2), φ(q) := f(q, q), ψ(q) := f

(
q, q3

)
.

এই েথটা ফলন িতিনটাই পৰস্পৰৰ মাজত েকইবাটাও অেভদ মািন চেল।

িযেকােনা ধণাত্মক অখণ্ড সংখয্া n অৰ িবভাজন (partition) ৈহেছ n বা তােতাৈক সৰু ধণাত্মক অখণ্ড সংখয্াৰ
এটা অহৰ্াসাত্মক সীিমত েশৰ্ণী যােত অখণ্ড সংখয্ােবাৰৰ েযাগফল n হয়। উদাহৰণসব্ৰূেপ, 5 অৰ এটা িবভাজন হ’ল
(3, 1, 1), আৰু 5 অৰ সবর্মুঠ 7 টা িবভাজন আেছ। ধণাত্মক অখণ্ড সংখয্া n অৰ আটাইেবাৰ িবভাজন গণনা কৰা
ফলন p(n) অক িবভাজন ফলন (partition function) বুিল েকাৱা হয়। েযেন p(5) = 7.

গিণতজ্ঞসকেল p(n) অৰ উপিৰ, েশহতীয়াভােব িকছুমান বিদ্ধত িবভাজন ফলন (restricted partition
function) অধয্য়ন কিৰবৈল ৈলেছ। িকছুমান ম’ক েথটা ফলনৰ েশৰ্ণী সম্পৰ্সাৰণৰ সহগেবাৰক বিদ্ধত িবভাজন
ফলনৰ ৰূপেতা পৰ্কাশ কিৰব পৰা যায়।

আমাৰ েশহতীয়া এখন গেৱষণা-পতৰ্
2003 চনত েগাডর্ন আৰু েমিকেন্তােচ [4] তলত িদয়া তৃতীয় মাতৰ্াৰ ম’ক েথটা ফলনেটা আিৱষ্কাৰ কিৰিছল।

ξ(q) = 1 + 2

∞∑
n=1

q6n
2−6n+1

(q; q6)n (q
5; q6)n

=:

∞∑
n=0

pξ(n)q
n.

পৰ্ায় 18 বছৰ পাছত, 2021 চনত িচলভা আৰু েচলােচর্ [3] pξ(n)ৰ সম্পকর্ত পুনৰ অধয্য়ন কেৰ। েতওঁেলােক
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পৰ্ধানৈক pξ(n) অৰ িকছুমান সৃষ্টক ফলন (generating function) আৰু সবর্সমতা ফলাফল িকছুমান আিৱষ্কাৰ
কিৰেছ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, েতওঁেলােক পৰ্মাণ কিৰেছ েয

∞∑
n=0

pξ(3n)q
n =

f2f
4
3

f21 f
2
6

. (1)

উপেৰাক্ত সৃষ্টক ফলনেটােৱই আমাৰ গেৱষণাৰ পৰ্ধান েভিট। 2009 চনত ৰাডুেৱ [5] সৃষ্টক ফলন এটাৰ পৰা
সবর্সমতা ফলাফল আিৱষ্কাৰ কিৰব পৰা পদ্ধিত এটা আগবঢ়াইিছল। েতওঁৰ পদ্ধিত বয্ৱহাৰ কিৰ ভােলেকইজন
গেৱষেক পাছৈল িবিভন্ন িবভাজন ফলনৰ সবর্সমতা ফলাফল উিলয়াবৈল সক্ষম হয়। আমাৰ গেৱষণােতা ৰামানুজনৰ
েথটা ফলনৰ উপিৰও ৰাডুৰ পদ্ধিতেটা পৰ্েয়াগ কৰা ৈহেছ। এইিখিনেত আমাৰ গেৱষণাৰ ফলাফলসমূহ উেল্লখয্।
িযেকােনা অখণ্ড সংখয্া n অৰ বােব আিম পাওঁ েয

pξ (1800n+ r) ≡ 0 (mod 120) য’ত r ∈ {435, 795, 1155, 1515},

pξ (504n+ r) ≡ 0 (mod 4032) য’ত r ∈ {219, 291, 435}.

সাধাৰণেত mod 5 আৰু mod 7 জিড়ত সবর্সমতাত 1800 বা 504 অৰ দেৰ ডাঙৰ েযাগাত্মক পৰ্গিত (arithmetic
progression) েদিখবৈল েপাৱা নাযায়। এই দৃিষ্টভংগীৰ ফালৰ পৰা উপেৰাক্ত সবর্সমতা ফলাফলসমূহ অপৰ্তয্ািশত
বুিল ক’ব পৰা যায়। অৱেশয্ এই সবর্সমতা ফলাফলসমূহ আৰম্ভিণেত কিম্পউটাৰ সঁজুিল ‘েমেথেমিটকা’ৰ জিৰয়েত
িবছািৰ উিলওৱা ৈহিছল।

উেল্লখনীয় েয ওপৰত িদয়া সবর্সমতাসমূহ পৰ্মাণ কিৰবৈল ৰাডুৰ পদ্ধিতেটা সৃষ্টক ফলন (1) অত েপােন েপােন
পৰ্েয়াগ কিৰব পৰা নাযায়। েসইবােব আিম ৰামানুজনৰ েথটা ফলনেবােৰ মািন চলা িকছুমান অেভদ বয্ৱহাৰ কিৰ
তলৰ সৃষ্টক ফলন দুটা আিৱষ্কাৰ কিৰেছাঁ।

∞∑
n=0

pξ(24n+ 3)qn = 2ψ (q) + 24q
f32 f

5
6

f61 f3
,

∞∑
n=0

pξ(72n+ 3)qn = 2f
(
q, q2

)
+ 576q

f142 f53
f181

+ 5184q2
f142 f53 f

3
9

f211
.

এিতয়া pξ(24n + 3) আৰু pξ(72n + 3) ৰ উপেৰাক্ত সৃষ্টক ফলন দুটাৰ পৰ্িতেটা পদেতই ৰাডুৰ পদ্ধিতেটা
সফলভােব পৰ্েয়াগ কিৰ আমাৰ সবর্সমতাসমূহ পৰ্মাণ কিৰব পৰা যায়।

আমাৰ এই গেৱষণা [2] েযাৱা 19 েচেপ্তমব্ৰত ৰামানুজন জােনর্েল (The Ramanujan Journal) পৰ্কাশ কিৰেছ।

তথয্সূতৰ্
[1] Andrews, G.E., Hickerson, D.: Ramanujan’s “lost” notebook. VII. The sixth order mock theta functions. Adv.

Math. 89, 60–105 (1991)
[2] Baruah, N.D., Das, H.: Congruences for the coefficients of a pair of third and sixth order mock theta

functions. Ramanujan J. (2022), https://doi.org/10.1007/s11139-022-00635-8
[3] Da Silva, R., Sellers, J.A.: Congruences for the coefficients of the Gordon and McIntosh mock theta function

ξ(q). Ramanujan J. (2021), https://doi.org/10.1007/s11139-021-00479-8
[4] Gordon, B., McIntosh, R.J.: Modular transformations of Ramanujan’s fifth and seventh order mock theta

functions. Ramanujan J. 7, 193–222 (2003)
[5] Radu, S.: An algorithmic approach to Ramanujan’s congruences. Ramanujan J. 20, 215–251 (2009)

গিণত িবকাশ | পঞ্চসপ্তিততম সংখয্া | অেক্টাবৰ – িডেচমব্ৰ, ২০২২ ৩৭


