
১+২+ · · ·+n =
n(n + ১)

২ ৰ অেনক পৰ্মাণ

টম এডগাৰ আৰু এনিৰেক েটৰ্িবেনা • অনুবাদ : পংকজ েজয্ািত মহন্ত
টম এডগাৰ (Tom Edgar) েপিচিফক লুেথৰাণ িবশব্িবদয্ালয়ৰ গিণত িবভাগৰ অধয্াপক আৰু
‘Mathematical Association of America’ই পৰ্কাশ কৰা আেলাচনী ‘Math Horizons’অৰ
সম্পাদক। এনিৰেক েটৰ্িবেনা (Enrique Treviño) আেমিৰকােৰ েলক ফেৰষ্ট মহািবদয্ালয়ৰ গিণত
িবভাগৰ অধয্াপক। পৰ্িসদ্ধ সংখয্া-তত্তব্িবদ কালর্ পমােৰন্সৰ ততব্াৱধানত ডক্টেৰট িডগৰ্ী েলাৱা এনিৰেক
েটৰ্িবেনা ‘The College Mathematics Journal’অৰ এগৰাকী সহেযাগী সম্পাদক।

বগর্ আৰু আয়তৰ িচতৰ্ৰ সহায়ত (a + b)২ = a২ + ২ab + b২ সূতৰ্েটা পৰ্মাণ কৰাৰ আকষর্ণীয় িভিডঅ’ এটা
েকইবছৰমান আগেত ভাইেৰল ৈহিছল। আচিৰত কথােটা আিছল এই েয– েসইেটা উপেভাগ কিৰ বহু সংখয্ক মানুেহ িনজৰ
িনজৰ সু্কলীয়াকালৰ গিণতৰ িশক্ষকসকলক অিতপাত গািল পািৰিছল আৰু ৈকিছল েয িশক্ষেক েতওঁেলাকক এেনৈক গিণত
িশেকাৱা হ’েল েতওঁেলােক গিণত পািৰেলেহঁেতন।

পৰ্কৃতেত েতেনৈক গিণত িশেকাৱােটা সদায় সম্ভৱ নহয়। েসইেটা েশৰ্ণীত িনিশেকাৱা েবেলগ এটা পৰ্মাণেহ আিছল,
েযেনকুৱা পৰ্মাণ সকেলা উপপাদয্েৰ নাথােক। ঘাত ৩ ৰ বােবও এেকধৰণৰ এটা পৰ্মাণ আেছ, িকন্তু তাতৈক অিধক ঘাতৰ
বােব েসইদেৰ পৰ্মাণ কিৰ েদখুৱাব পািৰেন? এই পৰ্শ্নেটাৰ বােবই েসই পৰ্মাণেটাৰ গুৰুতব্ ঠাইেত েশষ ৈহ যায়।

েসই কািহনীেটা েদখােৰ পৰা, এেকাটা উপপাদয্ৰ িবিভন্ন পৰ্মাণ থািকব পৰা সম্পকর্ত মই িবিভন্ন মাধয্মত িলিখ আিহেছাঁ।
েযাৱা সংখয্াৰ ‘গিণত িবকাশ’েতা েতেনকুৱা এটা েলখা আিছল। েকােনা এটা পৰ্মােণ যিদ আেমাদ িদেয়, েসইেটা িশেকাৱা
িশক্ষকজন ভাল, আনসকল েবয়া, কথােটা েতেনকুৱা নহয়। কথােটা আচলেত এেনকুৱােহ েয, পৰ্িতেটা পৰ্মােণ েবেলগ এেকা
এেকাটা িদশ েদখুৱায়। উদাহৰণসব্ৰূেপ, েমৗিলক সংখয্া অসীম সংখয্ক আেছ বুিল েকইবাধৰেণ পৰ্মাণ কিৰব পািৰ। তােৰ
এটা পৰ্মাণ িদিছল ইউিক্লেড, আন এটা িদিছল অয়লােৰ। েসই দুেয়াটােৰ সমূ্পণর্ সুকীয়া আৰু মহৎ গুৰুতব্ আেছ। আৰু
ইউিক্লডৰ পৰ্মাণেটাৰ বািহেৰ বাকী পৰ্মাণেবাৰ তুলনামূলকভােব কিঠন। আনহােত, চতর্ৰ সামানয্ সাল-সলিন ঘিটেলই পৃথক
ৈহ পৰা উপপাদয্ এেকাটাৰ পৰ্মাণেটা দুৰূহ ৈহ যাব পােৰ। েযেন, পাইথােগাৰীয় সমীকৰণৰ সমাধানৰ িবপৰীেত ফামর্াৰ
অিন্তম উপপাদয্ পৰ্মাণৰ কািহনী।

এই েলখােটাত পৰ্থম n টা সব্াভািৱক সংখয্াৰ েযাগফল িনণর্য়ৰ বহুপিৰিচত সূতৰ্েটাৰ ৩৫ টা পৰ্মাণ আেছ। েলখােটাৰ
অনুবাদ ‘গিণত িবকাশ’ত পৰ্কাশৰ বােব এনিৰেক েটৰ্িবেনাৰ লগত েযাগােযাগ কিৰিছেলাঁ। েতওঁ সহ-েলখক টম এডগাৰৰ
ৈসেত আেলাচনা কিৰ জনােল েয েতওঁেলােক এইেটা িলখাৰ সময়ত আৰু দুটামান পৰ্মাণ সংেযাগ কিৰব িবচািৰিছল, িকন্তু
েসয়া েতিতয়া েহাৱা নািছল। েসেয়েহ েতওঁেলােক েসই পৰ্মাণেকইটাও সংেযাগ কিৰেল, আৰু িকছুিদন পাছত এনিৰেক
েটৰ্িবেনােৱ নতুন েলখােটা েপৰ্ৰণ কিৰেল। েতওঁেলাক দুেয়াজনৈল কৃতজ্ঞতা জনােলাঁ।

আচলেত, ইয়াত অনুবাদ কিৰবলগীয়া িবেশষ বাকয্ অিধক নাই। মূল েলখােটােৱা আিম হয়েতা পৰ্কাশ কিৰব
পািৰেলাঁেহঁেতন। তথািপ অসমীয়া ছাতৰ্-ছাতৰ্ীৰ সুিবধাৰ বােব অসমীয়া ৰূপত পৰ্কাশ কৰা হ’ল। ইয়াত পৰ্মাণসমূহ সংিক্ষপ্ত
বা সংেকতপূণর্ভােব আেছ, েসেয়েহ সু্কলীয়া ছাতৰ্-ছাতৰ্ী আৰু িশক্ষেক পৰ্মাণসমূহ বহলাই আেলাচনা কিৰবলগীয়া হ’ব পােৰ।
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উপপাদয্ ১. ধৰা হওক n এটা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া। েতেন্ত

১ + ২ + · · ·+ n =
n(n+ ১)

২ .

১) গািণিতক আেৱশ:
িযেহতু ১(২)/২ = ১, গিতেক n = ১ অৰ বােব ই সতয্। এিতয়া ধৰা হওক, ই n অৰ বােব সতয্। েতিতয়া,

১ + ২ + · · ·+ n+ (n+ ১) = (১ + · · ·+ n) + (n+ ১) = n(n+ ১)
২ + (n+ ১) = n+ ১

২ (n+ ২) .

২) গাউছৰ েকৗশল:
ধৰা হ’ল S = ১ + ২ + · · ·+ n. েতিতয়া,

S = ১ + ২ + · · ·+ (n− ১) + n

S = n+ (n− ১) + · · ·+ ২ + ১,
গিতেক,

২S = (n+ ১) + (n+ ১) + · · ·+ (n+ ১) = n(n+ ১).

ইয়াৰ পৰা ফলাফলেটা েপাৱা যায়।

েটাকা ২. এেকাটা সমান্তৰ পৰ্গিতত থকা সংখয্াসমূহ েযাগ কিৰবৈল এই েকৗশলেটাক সাধাৰণীকৰণ কিৰব পািৰ।
কাযর্তঃ, ধৰা হওক আমাৰ হাতত a, a+b, a+২b, . . . , a+(n−১)b সমান্তৰ পৰ্গিতেটা আেছ আৰু আিম পদেবাৰ
েযাগ কিৰব িবচািৰেছাঁ। েতিতয়া,

S = a+ (a+ b) + · · ·+ (a+ (n− ১)b).

এেকটা ধাৰণােক খটুৱাই আিম পাম ২S = n(a+a+(n− ১)b). আন ভাষােৰ, েযাগফলেটা হ’ল পৰ্থম আৰু েশষ
পদ দুটাৰ েযাগফল (a+ (a+ (n− ১)b)) ৰ ৈসেত পদৰ সংখয্াৰ (n) পূৰণফলৰ আধা।

৩) গাউছৰ েকৗশলৰ িভন্নতা:
ধৰা হওক n যুগ্ম, অথর্াৎ, n = ২k. েতিতয়া আিম েযাগেটা তলত িদয়া দেৰ থূপ কিৰ ল’ব পােৰাঁ:

১ + ২ + · · ·+ n = (১ + ২k) + (২ + (২k − ১)) + · · ·+ (k + (k + ১)) = k(২k + ১) = n(n+ ১)
২ .

ধৰা হওক n অযুগ্ম, অথর্াৎ, n = ২k + ১. েতিতয়া আিম েযাগেটা এেনদেৰ দেৰ থূপ কিৰ ল’ব পােৰাঁ েয

(১ + (২k)) + (২ + (২k − ১)) + · · ·+ (k + (k + ১)) + (২k + ১) = (২k + ১)(k + ১) = n(n+ ১)
২ .
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৪) সম্ভািৱতামূলক পৰ্মাণ:
ধৰা হ’ল X ৈহেছ n-টা কাষ যুক্ত দুটা পাশাগুিটৰ েযাগফল। এিতয়া, k = ২,৩, . . . , n + ১ অৰ বােব, X = k

েহাৱাৰ সম্ভািৱতা হ’ব (k − ১)
n২ , কাৰণ দুটা ধনাত্মক পূণর্সংখয্াৰ েযাগফল k েহাৱাৰ k − ১ টা উপায় আেছ, যথা

১ + (k − ১), ২ + (k − ২), . . . , (k − ১) + ১। আেকৗ, k = n + i, য’ত i = ২,৩, . . . , n অৰ বােব X = k

েহাৱাৰ সম্ভািৱতা হ’ব n− i+ ১
n২ , কাৰণ {১, ২, . . . , n} অৰ পৰা েলাৱা দুটা সংখয্াৰ েযাগফল k েহাৱাৰ n− i+১

টা উপায় আেছ, যথা i+ n, (i+ ১) + (n− ১), . . . , n+ i. িযেহতু ২ ≤ X ≤ ২n, গিতেক,

১ =

২n∑
k=২

P[X = k] =

n+১∑
k=২

k − ১
n২ +

n∑
i=২

n− i+ ১
n২

১ =

(
১
n২ +

২
n২ + · · ·+ n

n২

)
+

(
n− ১
n২ +

n− ২
n২ + · · ·+ ১

n২

)
n২ = (১ + ২ + · · ·+ n) + (১ + ২ + · · ·+ (n− ১))
n২ = ২(১ + ২ + · · ·+ n)− n.

েসেয়েহ,
১ + ২ + · · ·+ n =

n(n+ ১)
২ .

েটাকা ৩. এই পৰ্মাণেটা [19] অত পৰ্কাশ পাইিছল।

৫) এটা িদব্-েযাগফল ৰূপত িলিখ:
n∑
i=১

i =

n∑
i=১

i−১∑
k=০

১ =
∑

০≤k<i≤n

১.

েশষৰ েযাগেটা এটা িবনয্ািসক সমসয্া। আিম ইয়াত ০ ≤ k < i ≤ n চতর্েটা মািন চলাৈক k, i পূণর্সংখয্া দুটা

বািছ উিলওৱাৰ উপায়ৰ সংখয্া গণনা কিৰব িবচািৰেছাঁ। িকন্তু সহজভােবই, েসইেটা ৈহেছ
(
n+ ১

২

)
, কাৰণ ই

{০, ১, . . . , n} অৰ পৰা দুটা সংখয্া বািছ উিলওৱাৰ সমসয্াৈল ৰূপান্তিৰত হয়। আেকৗ,
(
n+ ১

২

)
=

n(n+ ১)
২

েহাৱা বােব পৰ্মাণেটা ওলাই পেৰ।

েটাকা ৪. এই পদ্ধিতেটা Sk(n) = ১k +২k + · · ·+nk ৰ বােব সূতৰ্ িনণর্য় কিৰবৈল [18] অত সাধাৰণীকৰণ কৰা
ৈহেছ। উদাহৰণসব্ৰূেপ, বগর্সমূহৰ েযাগফলৰ বােব আিম পাওঁ,∑

c≤n

c২ =
∑
c≤n

∑
a≤c

∑
b≤c

১ =
∑

১≤a,b≤c≤n

১.

অথর্াৎ, আিম (a, b, c) তৰ্য়ীৰ মুঠ সংখয্া িনণর্য় কিৰব িবচািৰেছাঁ, যােত ১ ≤ a ≤ c আৰু ১ ≤ b ≤ c. আিম
এইেকইটা ভাগত ভাগ কিৰব পােৰাঁ: (a < b < c), (a < b = c), (a = b < c), (a = b = c). ইয়াৰ a আৰু b

ৰ পৰ্িতসমতাৰ বােব আিম (a < b) আিহর্ৰ ভাগেকইটাক ২ েৰ পূৰণ কিৰব পােৰাঁ। েতিতয়া আিম পাওঁ,
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n∑
c=১

c২ = ২
(
n

৩

)
+ ২
(
n

২

)
+

(
n

২

)
+

(
n

১

)
= ২
(
n

৩

)
+ ৩
(
n

২

)
+

(
n

১

)
=

n

৬ (২(n− ১)(n− ২) + ৯(n− ১) + ৬) = n(n+ ১)(২n+ ১)
৬ .

৬) সৃষ্টক ফলন:
ধৰা হওক, an = ১ + ২ + · · ·+ n আৰু

A(n) =

∞∑
n=০

anx
n.

িযেহতু an = an−১ + n, গিতেক,

A(n) = ০ +

∞∑
n=১

(an−১ + n)xn =

∞∑
n=১

an−১x
n +

∞∑
n=১

nxn = x

∞∑
n=০

anx
n +

∞∑
n=১

nxn. (১)

আিম পাওঁ,
∞∑
n=০

xn =
১

১− x
, গিতেক,

∞∑
n=১

nxn−১ =
১

(১− x)২
, (২)

িযেটােৱ আমাক িদেয় েয
∞∑
n=১

nxn−১ =
১

(১− x)২
.

ইয়াৰ পৰা েপাৱা যায় েয
∞∑
n=০

nxn = x

∞∑
n=১

nxn−১ =
x

(১− x)২
.

গিতেক, (১) অৰ পৰ্েয়ােগ িদেয় েয
A(n) = xA(n) +

x

(১− x)২
.

েসেয়েহ,
A(n) =

x

(১− x)৩
.

িকন্তু, (২) ৰ দুেয়ািপেন অৱকলজ উিলয়ােল পৰ্কাশ হয় েয
∞∑
n=২

n(n− ১)xn−২ =
২

(১− x)৩
.

গিতেক,
x

(১− x)৩
=

∞∑
n=২

n(n− ১)
২ xn−১ =

∞∑
n=১

n(n+ ১)
২ xn.

েসেয়েহ, an =
n(n+ ১)

২ .
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৭) দুটা পৃথক ধৰেণ গণনা কিৰ:
{১, ২, . . . , n+ ১} সংহিতেটা েলাৱা হওক। এই সংহিতেটাৰ পৰা িকমান েযাৰ সংখয্া েপাৱা যাব েসয়া আিম দুটা
েবেলগ ধৰেণ গণনা কিৰম। এক ধৰেণেৰ, উত্তৰেটা হ’ল

(
n+ ১

২

)
. আনহােত, ধৰা হওক েযাৰেটা ৈহেছ (a, b),

যােত a < b. িযেহতু ইহঁত দুটাৰ মাজত b ৈহেছ আটাইতৈক ডাঙৰ, গিতেক ২ ≤ b ≤ n + ১. এিতয়া b েটা
িনিদর্ষ্টৈক ধৰা হওক, েতিতয়া a বািছ েলাৱাৰ b− ১ টা উপায় থািকব। িযেহতু ২ ≤ b ≤ n+ ১, গিতেক আিম পাম,(

n+ ১
২

)
=

n+১∑
b=২

(b− ১) = ১ + ২ + · · ·+ n.

েটাকা ৫. ওপৰৰ পৰ্মাণেটা তলত িদয়া ধৰেণ সাধাৰণীকৰণ কিৰব পািৰ। ধৰা হওক আিম {১, ২, . . . , n + ১}
সংহিতেটাৰ পৰা r+১ টা উপাদান বাছিন কিৰব খুিজেছাঁ। এেকদেৰ আিম পাওঁ, এইেটাত

(
n+ ১
r + ১

)
টা ধৰণ আেছ।

আনহােত, যিদ আিম এেকাটা (r+ ১)−উপ-সংহিতৰ আটাইতৈক ডাঙৰ েমৗল b েটা িনিদর্ষ্টৈক ধিৰ লওঁ, েতেন্ত েসই
েমৗলেটােৱ r + ১ ≤ b ≤ n + ১ চতর্েটা মািন চিলব আৰু বাকীেবাৰ উপাদান বাছিন কৰাৰ

(
b− ১
r

)
টা উপায়

থািকব। গিতেক, আিম পাওঁ, িযেটাক বৰিদনৰ েমাজা উপপাদয্ (বা হকী দণ্ড অেভদ) বুিল জনা যায়:(
r

r

)
+

(
r + ১
r

)
+ · · ·+

(
n

r

)
=

(
n+ ১
r + ১

)
.

৮) অন্তেৱর্শন (Interpolation):
ধৰা হ’ল, উত্তৰেটা এটা িদব্ঘাত ৰািশ: f(n) = an২ + bn + c. েতিতয়া িদব্ঘাত ৰািশেটােৱ এই চতর্েটা মািনব
লািগব: f(০) = ০, গিতেক c = ০. ৰািশেটােৱ এই চতর্ দুটাও মািনব লািগব: f(১) = ১, f(২) = ৩, গিতেক

a + b = ১, ৪a + ২b = ৩. ইয়াৰ পৰা আিম পাওঁ েয a = b = ১/২. েসেয়েহ f(n) =
n২ + n

২ =
n(n+ ১)

২ .
ইয়াৰ পাছত িসদ্ধান্তত উপনীত হ’বৈল আেৱশ তত্তব্ খটুৱাব পািৰ।

৯) অন্তৰ সংকাৰক (Difference Operator):
ধৰা হ’ল, f(n) = ১+২+ · · ·+n. আিম এই েপৗনঃপুিনকেটা েদখা পাওঁ: f(n) = f(n− ১)+n, আৰু েসেয়েহ
R(n) = f(n)− f(n− ১) = n, িযেটা এটা ৈৰিখক ফলন। িকন্তু R(n) ৰ ঘাত f(n) তৈক পূৰা-পূিৰ এক কম।

েসেয়েহ f(n) েটা ২ ঘাতৰ এটা বহুপদ ৰািশ। ৮-অত পৰ্মাণ কৰা দেৰ আিম উিলয়াব পােৰাঁ েয f(n) =
n২

২ +
n

২ .

েটাকা ৬. Sk(n) = ১k + ২k + · · ·+ nk বহুপদেটা k + ১ ঘাতৰ বুিল েদখুৱাবৈল এই যুিক্তিখিন খটুৱাব পািৰ।

১০) পােস্কল পৰ্মাণ:
মন কিৰবা েয (n+ ১)২ − n২ = ২n+ ১। েসেয়েহ,

(n+ ১)২ − n২ = ২n+ ১
n২ − (n− ১)২ = ২(n− ১) + ১

(n− ১)২ − (n− ২)২ = ২(n− ২) + ১
...

২২ − ১২ = ২(১) + ১.
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েগােটইিখিন েযাগ কিৰেল আিম পাওঁ েয বাওঁকাষেটা সংিক্ষপ্ত ৈহ পেৰ, গিতেক,

(n+ ১)২ − ১ = ২(n+ (n− ১) + · · ·+ ১) + n,

েসেয়েহ,
১ + ২ + · · ·+ n =

(n+ ১)২ − ১− n

২ =
n২ + n

২ =
n(n+ ১)

২ .

েটাকা ৭. Sk(n) = ১k + ২k + · · · + nk ৰ বােব এটা সূতৰ্ িনণর্য় কিৰবৈল এই পদ্ধিতেটা সাধাৰণীকৰণ কিৰব
পািৰ। তলত িদয়ােটা বয্ৱহাৰ কিৰ

(n+ ১)k+১ − ১ =

k∑
ℓ=০

(
k + ১
ℓ

)
Sℓ(n),

আৰু সংিক্ষপ্তকৰণেটাৰ দব্াৰা আিম পােস্কলৰ অেভদেটা [14] পাওঁ:

Sk(n) =
(n+ ১)k+১ − ১−

∑k−১
ℓ=০

(k+১
ℓ

)
Sℓ(n)

k + ১ .

১১) গুেণাত্তৰ েশৰ্ণী + ল’িপটাল (L’Hospital):
তলৰ অেভদেটা েলাৱা হওক:

n∑
k=০

xk =
১− xn+১

১− x
.

দুেয়ািপেন অৱকলজ ৈল েপাৱা হ’ল:

n∑
k=১

kxk−১ =
−(১− x)(n+ ১)xn + (১− xn+১)

(১− x)২
=

nxn+১ − (n+ ১)xn + ১
(১− x)২

.

এিতয়া x→ ১ ৈল সীমা উিলওৱা হওক। বাওঁিপেন আিম পাম ১ + ২ + · · ·+ n. েসাঁিপেন ল’িপটাল নীিত খটুৱাই
আিম িনণর্য় কিৰব পােৰাঁ,

lim
x→১

nxn+১ − (n+ ১)xn + ১
(১− x)২

= lim
x→১

n(n+ ১)xn − (n+ ১)nxn−১

−২(১− x)

= lim
x→১

n২(n+ ১)xn−১ − (n+ ১)n(n− ১)xn−২

২

=
n(n+ ১)

২ (n− (n− ১)) = n(n+ ১)
২ .

েটাকা ৮. এই পৰ্মাণেটাৰ পৰ্স্তাৱ িদব্তীয়জন সহ-েলখকক িষ্টেভন েজ. িমল্লােৰ (Steven J. Miller) িদিছল। উচ্চ
ঘাতৰ বােব এই পদ্ধিতিখিন সাধাৰণীকৰণ কিৰব পািৰ।
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১২) েক্ষতৰ্ফল পৰ্মাণ:
কল্পনা কৰা েয পৰ্িতেটা সংখয্া k ক k টা একক বগর্ৰ শাৰীেৰ িচিতৰ্ত কৰা ৈহেছ। েতিতয়া ১ + ২ + · · · + n

েযাগেটােৱ িচতৰ্ ১-অত েদখুওৱা িতৰ্ভুজৰ দেৰ এটা আকৃিত গঠন কিৰব। যিদ আিম ইয়াৰ এটা পৰ্িতিলিপ ৈল পাক
ঘূৰাই িদওঁ, আৰু দুেয়াটা লগ লগাই িদওঁ, েতেন্ত আিম িচতৰ্ ২-ত েদখুওৱা দেৰ এটা n× (n+ ১) আয়তেক্ষতৰ্ পাম।
গিতেক, সামিগৰ্ক েক্ষতৰ্ফল হ’ল n(n+ ১)/২.

িচতৰ্ - ১: এক ধৰণৰ আকৃিতৰ েক্ষতৰ্ফল ৰূেপ েযাগেটা। িচতৰ্ - ২: দুেয়াটা অংশই এটা আয়ত গঠন কিৰেছ।

১৩) আন এটা েক্ষতৰ্ফল পৰ্মাণ:
১২ নং পৰ্মাণৰ দেৰ আিম ইয়াত িচতৰ্ ১ অৰ েক্ষতৰ্ফল িনণর্য়
কিৰম। িচতৰ্ ৩ ত আিম েদেখাঁ েয n২

২ েক্ষতৰ্ফলৰ এটা িতৰ্ভুজ

আেছ আৰু ১/২ েক্ষতৰ্ফলৰ n টা িতৰ্ভুজ আেছ। গিতেক মুঠ

েক্ষতৰ্ফলেটা হ’ল n২ + n

২ .

১৪) আন এটা েক্ষতৰ্ফল পৰ্মাণ:
এই িচতৰ্েটাৰ পৰ্স্তাৱ বব েপেলই(Bob Palais)-এ িদিছল। পুনৰ
ধৰা হওক, পৰ্িতেটা সংখয্া k ক k টা একক বগর্ৰ শাৰীেৰ বুেজাৱা
ৈহেছ যােত ১ + ২ + · · · + n েযাগেটােৱ িচতৰ্ ৪-ত েদখুওৱা
িতৰ্ভুজীয় সজ্জােটা গঠন কেৰ। যিদ আিম দুটা পৰ্িতিলিপ বয্ৱহাৰ
কেৰাঁ আৰু কণর্ত বগর্সমূহ েযাগ কেৰাঁ, েতেন্ত আিম িচতৰ্ ৫-অৰ িচতৰ্ - ৩: েক্ষতৰ্ফলৈল লক্ষয্ কিৰ পৰ্মাণ।
দেৰ এটা (n+ ১)× (n+ ১) বগর্ পাম। এই িচতৰ্েটােৱ েদখুৱায় েয

(n+ ১)২ = ২
n∑
i=১

i+ (n+ ১)

২
n∑
i=১

i = (n+ ১)২ − (n+ ১) = n২ + n.

এই ছিব আৰু পৰ্মাণেটা ওপৰত িদয়া পােস্কল পৰ্মাণৰ লগত জিড়ত।
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িচতৰ্ - ৪: এক ধৰণৰ আকৃিতৰ েক্ষতৰ্ফল ৰূেপ েযাগেটা। িচতৰ্ - ৫: দুটা সজ্জা আৰু এটা শাৰীেয় এটা বগর্ গঠন কিৰেছ।

১৫) েটৰ্িপিজয়ামৰ কািল:
িচতৰ্ ৬ ত এটা েটৰ্িপিজয়ামৰ কািল দুটা ধৰেণ িনণর্য় কৰাৰ ওপৰত িনভর্ৰ কিৰ এটা শŀিবহীন পৰ্মাণ আেছ। এই
িচতৰ্েটা েগছপাৰৰ [6] পৰা েলাৱা ৈহেছ।

০ ১ ২ ৩০ ১ ২ ৩০ ১ ২ ৩০ ১ ২ ৩ · · · n

১
২

৩

. .
.

n

০.৫

১.৫

২.৫

৩.৫

...

n+ ০.৫

০.৫+(n+০.৫)
২ · n

িচতৰ্ - ৬: েটৰ্িপিজয়ামেটাৰ কািল।

১৬) েটৰ্িপিজয়ামৰ কািলৰ সমাকলন সংস্কৰণ:
িবতংভােব [6] ত িদয়া অনুসিৰ, ১৫ নং পৰ্মাণেটা তলত িদয়া ধৰেণ সমাকলন যুক্ত পৰ্মাণৈল ৰূপান্তৰ কিৰব পািৰ:
k ≥ ১ অৰ বােব আিম পাওঁ, ∫ k

k−১

(
১
২ + x

)
dx =

(
x+ x২

২

)∣∣∣k
k−১

= k.
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েসেয়েহ, ∫ n

০

(
১
২ + x

)
dx =

n∑
k=১

∫ k

k−১

(
১
২ + x

)
dx =

n∑
k=১

k.

িকন্তু, ∫ n

০

(
১
২ + x

)
dx =

(
x+ x২

২

)∣∣∣n
০
=

n২ + n

২ .

১৭) এটা েকাঠাৰ কৰমদর্নসমূহ:
ধৰা, এটা েকাঠাত n+১ জন মানুহ আেছ আৰু পৰ্িত েযাৰা মানুেহ পৰস্পৰক এটাৈক কৰমদর্ন িদ অিভবাদন জনাইেছ।
এইদেৰ মুঠেত িকমান সংখয্ক কৰমদর্ন হ’ব েসইেটা দুটা ধৰেণ গণনা কিৰ আিম উত্তৰেটা উিলয়াম। একধৰেণ,
ইয়াত

(
n+ ১

২

)
টা কৰমদর্ন থািকব লািগব, কাৰণ পৰ্িতেটা েযাৰাৰ বােব এটা কৰমদর্ন আেছ। আনধৰেণ, যিদ আিম

মানুহেকইজনক P১, P২, . . . , Pn+১ বুিল নামকৰণ কেৰাঁ, আৰু আিম কৰ্িমকভােব গণনা কেৰাঁ, েতেন্ত আিম েদিখম
েয P১ এ n টা কৰমদর্ন িদেছ, P২ এ অনয্ n − ১ টা কৰমদর্ন িদেছ (P১ অৰ ৈসেত িদয়া কৰমদর্নেটা ইিতমেধয্
গণনা কৰা হ’ল), P৩ এ অনয্ n− ২ টা কৰমদর্ন িদেছ, ইতয্ািদ। গিতেক,

(
n+ ১

২

)
= n+ (n− ১) + · · ·+ ১.

আিম েদেখাঁ েয, এই পৰ্মাণেটা n+ ১ টা শীষর্িবনু্দ যুক্ত পূণর্ েলখ (complete graph) Kn+১ অৰ বাহুৰ সংখয্া
গণনাৰ সমতুলয্। [3] ৰ িভিত্তত, ওপৰৰ যুিক্তিখিনৰ ধাৰণােটাৰ এটা নক্সা n = ৫ অৰ বােব িচতৰ্ ৭ অত িদয়া ৈহেছ।
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িচতৰ্ - ৭: n টা শীষর্িবনু্দ যুক্ত পূণর্ েলখৰ বাহুৰ গণনা।
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১৮) তৰা আৰু দণ্ড পৰ্মাণ:
আিম x১ + x২ + x৩ = n − ১ সমীকৰণেটাৰ সমাধান উিলয়াব খুিজেছাঁ য’ত x১, x২, x৩ ≥ ০. আিম n − ১ টা
তৰা আৰু ২ ডাল দণ্ডেৰ গিঠেত এেকাটা শŀ কল্পনা কিৰব পােৰাঁ। x১ ৈহেছ পৰ্থমডাল দণ্ডৰ আগৰ তৰাসমূহৰ
সংখয্া, x২ ৈহেছ পৰ্থমডাল আৰু িদব্তীয়ডাল দণ্ডৰ মাজৰ তৰাৰ সংখয্া, আৰু x৩ ৈহেছ িদব্তীয়ডাল দণ্ডৰ িপছৰ তৰাৰ
সংখয্া। উদাহৰণসব্ৰূেপ, েযিতয়া n = ৫, েতিতয়া আিম পাম েয ⋆| ⋆ ⋆ ⋆ |⋆ এ x১ = ১, x২ = ৩, x৩ = ১
বুজাইেছ, আৰু ⋆|| ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ এ x১ = ১, x২ = ০, x৩ = ৪ বুজাইেছ। আিম েদেখাঁ েয, n − ১ টা তৰা আৰু ২
ডাল দণ্ডেৰ গিঠত শŀসমূহৰ সংখয্া আৰু x১ + x২ + x৩ = n − ১ সমীকৰণৰ অঋণাত্মক অখণ্ড সমাধানসমূহৰ
মাজত এটা এৈককী-আচ্ছািদত সম্পকর্ আেছ। েসেয়েহ, মুঠ সমাধানৰ সংখয্া

(
n+ ১

২

)
. ইয়াক আন এক ধৰেণও

গণনা কিৰব পােৰাঁ। x১ ক িনিদর্ষ্টৈক েলাৱা হ’ল। এিতয়া, x২ + x৩ = n − ১ − x১. েযিতয়া x২ েটা ০ আৰু
n− ১− x১ ৰ মাজৰ েকােনাবা এটা বািছ েলাৱা হয়, েতিতয়া x৩ েটা িনিদর্ষ্ট ৈহ থািকব। গিতেক, পৰ্িতেটা x১ অৰ
কাৰেণ, x১ + x২ + x৩ = n− ১ সমীকৰণেটাৰ n− x১ টা সমাধান থােক। িকন্তু ০ ≤ x১ ≤ n− ১, গিতেক আিম
পাওঁ েয মুঠ সমাধানৰ সংখয্া (n− ০) + (n− ১) + · · ·+ (n− (n− ১)) = n+ (n− ১) + · · ·+ ১.

১৯) েপৗনঃপুিনক সম্পকর্ৰ জিৰয়েত:
পৰ্থেম মনকিৰবলীয়া কথােটা হ’ল এই েয tn := ১ + ২ + ৩ + · · · + n অনুকৰ্মেটােৱ এটা ৈৰিখক সমমািতৰ্ক
েপৗনঃপুিনক (linear homogeneous recurrence) িসিদ্ধ কেৰ।
উপপাদয্ ৯. িতৰ্ভুজীয় সংখয্া, tn := ১ + ২ + ৩ + · · · + n েবােৰ, এই েপৗনঃপুিনকেটা িসিদ্ধ কেৰ:
tn = ৩tn−১ − ৩tn−২ + tn−৩.

পৰ্মাণ.

+ + + =

�
ওপৰৰ িচতৰ্েৰ পৰ্মাণেটা এডগাৰৰ [5] পৰা আিহেছ।

ই বুজায় েয, অনুকৰ্মেটাৰ লক্ষণ-িনেদর্শক সমীকৰণেটা হ’ল x৩ − 3x২ + ৩x− ১ = (x− ১)৩ = ০. িযেহতু
ইয়াৰ িতিনটা পুনৰাবৃত্ত সমাধান x = ১ আেছ, আিম পাওঁ েয

tn = a(১)n + bn(১)n + cn২(১)n.

এিতয়া ৮ নং পৰ্মাণৰ দেৰ পৰ্মাণেটা েপাৱা যাব, অথর্াৎ t০ = ০, t১ = ১ আৰু t২ = ৩ তথয্েকইটা বয্ৱহাৰ কিৰ
আিম েদেখাঁ েয a = ০, b = ১

২ আৰু c = ১
২ .

২০) ঘনকৰ েযাগৰ জিৰয়েত:
আিম তলত িদয়ােটা বয্ৱহাৰ কিৰ পৰ্মাণ কিৰম,

(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n)২ = ১৩ + ২৩ + ৩৩ + · · ·+ n৩. (৩)

েজ. েবৰী লেভ [11] িদয়া, ইয়াৰ এটা িবখয্াত িচতৰ্-পৰ্মাণ আেছ। লভৰ নক্সােটা িচতৰ্ ৮ অত িদয়া ৈহেছ (আিম
পুনঅর্ংিকত কৰা)।
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িচতৰ্ - ৮:
n∑

k=১
k৩ =

(
n∑

k=১
k

)২

ৰ পৰ্মাণ।

এিতয়া আিম (n+ ১)× (n+ ১) জািলকা এখনৰ িভতৰত থকা আয়তেক্ষতৰ্ৰ সংখয্া দুটা ধৰেণ গণনা কিৰম।
ধৰা হওক, n × n জািলকা এখনত থকা আয়তেক্ষতৰ্ৰ সংখয্া Rn; েসেয়েহ, R১ = ০, R২ = ১, R৩ = ৯, আৰু
R৪ = ৩৬.

ধৰা হওক, n > ১. আিম (n+ ১)× (n+ ১) জািলকা এখনৰ েসাঁিপেন ওপৰৰ
চুকত n×n জািলকা এখন থকা কথােটা বয্ৱহাৰ কিৰম। আিম এেকবােৰ বাওঁফালৰ
স্তম্ভৰ িবনু্দেবাৰত নীলা আৰু তলৰ শাৰীৰ িবনু্দেবাৰত েসউজীয়া ৰং িদেছাঁ, মােথাঁ
বাওঁফালৰ তলৰ চুকৰ িবনু্দেটা বাদ িদয়া ৈহেছ, িযেটা আিম ক’লা কিৰ ৰািখেছাঁ। মন
কৰা েয, এেকাটা আয়েত এটা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কিৰেছ বুিল আিম ক’ম, যিদেহ েসই
িবনু্দেটা আয়তেটাৰ চুকত থােক।

• • . . .

. . .

. . .

. . .

...
...

...
...

• •

• • • •

• • • •

• • • •

এই আিহর্েটাত (n+ ১)× (n+ ১) জািলকাত এখন n× n জািলকা থােক যাৰ িবনু্দেবাৰ ৰঙা কৰা ৈহেছ আৰু
েগােটই জািলকাখনত মুঠেত n২ টা ৰঙা িবনু্দ, n টা নীলা িবনু্দ, n টা েসউজীয়া িবনু্দ, আৰু এটা ক’লা িবনু্দ আেছ।

এিতয়া, আিম জােনা েয ৰঙা িবনু্দৰ জািলকাখনত সমূ্পণর্ৰূেপ Rn টা আয়ত সিন্নিবষ্ট ৈহ আেছ। আেকৗ, বাকী
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আয়তেবাৰ িতিনটা সুকীয়া আৰু ওপৰা-ওপিৰ েনােহাৱা ভাগত থািকব: দুটা নীলা আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ থকা আয়তেবাৰ,
দুটা েসউজীয়া আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ থকা আয়তেবাৰ, আৰু ক’লা িবনু্দেটা বয্ৱহাৰ কৰা আয়তেবাৰ। লগেত আিম
তলত িদয়া গুৰুতব্পূণর্ পযর্েবক্ষণেটাও মন কিৰম।

* দুটা নীলা আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কৰা আয়তসমূহৰ সংখয্া, দুটা েসউজীয়া আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ
কৰা আয়তসমূহৰ সংখয্াৰ ৈসেত সমান।

এিতয়া আিম পৰ্থেম দুটা নীলা আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কৰা আয়তৰ সংখয্া
গণনা কিৰব লািগব। আিম েদেখাঁ েয, পৰ্িতেটা নীলা িবনু্দৰ বােব সম্ভাৱয্ আয়ত এটা
পাবৈল আিম তাৰ িবপৰীত চুকত থকা ৰঙা িবনু্দ িনধর্াৰণ কিৰব লািগব। এটা নীলা
িবনু্দ িনিদর্ষ্টৈক েলাৱা হ’ল। েতিতয়া, এেকাটা আয়ত পাবৈল িবপৰীত চুকত n·(n−১)
টা ৰঙা িবনু্দ বাছিন কিৰব পৰা যাব। উদাহৰণসব্ৰূেপ, যিদ আিম ওপৰৰ নীলা িবনু্দ ◦
েটা িনিদর্ষ্টৈক ৈল লওঁ, েতেন্ত আিম ওপৰৰ শাৰীৰ েকােনা এটাও ৰঙা িবনু্দ আয়তৰ
িবপৰীত চুক িহচােপ বয্ৱহাৰ কিৰব েনাৱােৰাঁ। যাৰ ফলত জািলকাখনৰ n× (n− ১)
টা ৰঙা িবনু্দ আয়তৰ আনেটা চুক িহচােপ ল’বৈল আমাৰ হাতত থািকব।

◦ × . . .

. . .

. . .

. . .

...
...

...
...

× ×

• • • •

• • • •

• • • •

িযেহতু n টা নীলা িবনু্দ আেছ, গিতেক দুটা নীলা আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কিৰ n · n · (n − ১) টা
আয়তেক্ষতৰ্ আিম পৰ্াৰিম্ভকভােব পাম। িকন্তু, পৰ্িতেটা আয়তেক্ষতৰ্ই দুটা নীলা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কেৰ আৰু েসেয়েহ
পৰ্িতেটা আয়তেক্ষতৰ্ক দুবাৰৈক গণনা কৰা ৈহেছ। গিতেক, দুটা নীলা আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কৰা আয়তেক্ষতৰ্
সমূ্পণর্ সিঠকভােব মুঠেত n·n·(n−১)

২ টা আেছ। অথর্াৎ, দুটা েসউজীয়া আৰু দুটা ৰঙা িবনু্দ বয্ৱহাৰ কৰা আয়তেক্ষতৰ্ও
মুঠেত n·n·(n−১)

২ টা আেছ।

েশষত, আিম ক’লা িবনু্দেটা বয্ৱহাৰ কৰা আয়তেক্ষতৰ্ৰ সংখয্া গণনা কেৰাঁ। িকন্তু এইেটা েপানপটীয়া, কাৰণ
ক’লা িবনু্দেটা আয়তেক্ষতৰ্ৰ বাওঁফালৰ তলৰ চুকেটাত থািকবই লািগব। গিতেক আিম n২ টা ৰঙা িবনু্দৰ পৰা েকৱল
েসাঁিপনৰ ওপৰৰ চুকেটাৰ বােব এটা বাছিন কিৰেলই হ’ব, েসেয়েহ n২ টা আয়তেক্ষতৰ্ েপাৱা যাব।

েগােটই কথািখিন লগ লগাই আিম পাওঁ েয

Rn+১ = Rn +
n · n · (n− ১)

২ +
n · n · (n− ১)

২ + n২

= Rn + n · n · (n− ১) + n২

= Rn + n৩ − n২ + n২

= Rn + n৩.

গিতেক এিতয়া আিম এটা সূতৰ্ লাভ কিৰেলাঁ েয Rn জনা থািকেল Rn+১ েটাও েপাৱা যাব। িয েনিক আমাক
Rn+১ = Rn + n৩ েপৗনঃপুিনক সম্পকর্েটা িদেল। আেকৗ, R২ = ১ = ১৩, গিতেক আিম পাওঁ েয

Rn+১ = ১৩ + ২৩ + · · ·+ n৩.

এিতয়া, Rn+১ ক অনয্ এটা ধৰেণেৰ িনণর্য় কৰা হওক:
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কাষৰ িচতৰ্েটাত আিম েদেখাঁ েয, যিদ আিম িযেকােনা দুটা
স্তম্ভ (িচতৰ্ত পাৰ ৈহ েযাৱা িথয় েৰখা দুডাল) বািছ লওঁ আৰু
িযেকােনা দুটা শাৰী (িচতৰ্ত পাৰ ৈহ েযাৱা পথািল েৰখা দুডাল)
বািছ লওঁ, েতেন্ত আমাৰ এই চািৰটা বাছিনৰ দব্াৰা আিম এটা
িনিদর্ষ্ট আয়তেক্ষতৰ্ পাম। তদুপিৰ, জািলকাখনৰ িভতৰৰ পৰ্িতেটা
আয়তেক্ষতৰ্ক এইদেৰ গঠন কিৰব পািৰ। এখন (n+১)×(n+১)
জািলকাত n+ ১ টা স্তম্ভ আৰু n+ ১ টা শাৰী আেছ। আিম পাওঁ,
n+ ১ টা স্তম্ভৰ (বা শাৰীৰ) পৰা ২ স্তম্ভ (বা শাৰী) বাছিন কৰাৰ(
n+ ১

২

)
টা উপায় আেছ। গিতেক আিম এই িসদ্ধান্তেটা পাওঁ েয

Rn+১ =

(
n+ ১

২

)
·
(
n+ ১

২

)
=

(
n+ ১

২

)২
.

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

• • • • •

েসেয়েহ,
(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n)২ = ১৩ + ২৩ + ৩৩ + · · ·n৩ = Rn+১ =

(
n+ ১

২

)২
.

ইয়াৰ বগর্মূল ৈল আিম ফলাফলেটা লাভ কেৰাঁ।

২১) ৈৰিখক ফলনৰ জিৰয়েত:
তলৰ িচতৰ্ত েদখুওৱা f(x) = − ১

২x+ (১ + ২ + ৩ + · · ·+ n) ফলনেটা েলাৱা হওক।

n

...

৩

২
১

n(n+ ১)
িচতৰ্ৰ পৰা আিম পাওঁ েয x-েছদাংশেটা (n(n + ১),০), গিতেক ০ = f(n(n + ১)) = − ১

২(n(n + ১)) +
(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n). এই িচতৰ্-পৰ্মাণেটা িগঅকর্ শৰ্ােগৰ [16] পৰা েপাৱা ৈগেছ।

২২) ভৰেকন্দৰ্ৰ জিৰয়েত:
ধৰা হ’ল, {wj}nj=1 ৈহেছ েকইটামান বস্তুৰ সংহিত, য’ত wj ৰ ভৰ mj আৰু বাস্তৱ-সমতলৰ (xj , yj) স্থানাংকত
ৰখা ৈহেছ। েগােটই বস্তুিখিনৰ অৱস্থানেটাৰ ভৰেকন্দৰ্ৰ স্থানাংক (x, y) হ’েল,

x =

∑n
j=১ mjxj∑n
j=1mj

আৰু y =

∑n
j=১ mjyj∑n
j=১ mj

.
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এই স্থানাংক দুটাক কৰ্েম x-মাধয্মান আৰু y-মাধয্মান বুিল েকাৱা হয়। এিতয়া ধৰা হ’ল, পৰ্িতেটা বস্তু wj ৰ
ভৰ mj = ১ আৰু িচতৰ্ত েদখুওৱাৰ দেৰ (j,০.৫) স্থানাংকত আেছ।

১ ২ ৩ n− ২ n− ১ n

. . .

িযেহতু ভৰসমূহ অিভন্ন, গিতেক আিম জােনা েয x-মাধয্মানেটা ভৰৰ মধয্িবনু্দত থািকব, িযেটা ৈহেছ n+১
২ .

আেকৗ, ওপৰৰ সূতৰ্ মেত, x-মাধয্মানেটা হ’ব
∑n

j=১ j∑n
j=১ ১ =

১ + ২ + ৩ + · · ·+ n

n
. গিতেক আিম পাওঁ,

১ + ২ + ৩ + · · ·+ n

n
=

n+ ১
২ ,

আৰু দুেয়ািপেন n েৰ পূৰণ কিৰ ফলাফলেটা পাওঁ।

এই পৰ্মাণেটা টৰ্ীিবৰ [17] পৰা েপাৱা ৈগেছ।

২৩) আেবলৰ ৰূপান্তৰৰ জিৰয়েত (অংশ অনুসিৰ েযাগ):
তলৰ ফলেটা আেবলৰ ৰূপান্তৰ বা অংশ অনুসিৰ েযাগ বুিল জনা যায়।

উপপাদয্ ১০. ধৰা, (a১, a২, a৩, . . .) আৰু (b১, b২, b৩, . . .) ধনাত্মক বাস্তৱ সংখয্াৰ দুটা অনুকৰ্ম, আৰু ধৰা n ∈ N.
যিদ Bi := b১ + b২ + · · ·+ bi, েতেন্ত

n∑
k=১

akbk = Bnan −
n−১∑
k=১

Bk(ak+১ − ak).

ইয়াৰ এটা িচতৰ্-পৰ্মাণৰ বােব [2] েচাৱা।

যিদ আিম ধেৰাঁ a = (১, ২,৩, ৪, . . .) আৰু b = (১, ১, ১, ১, . . .), েতেন্ত আিম পাম B = (১, ২,৩, ৪, . . .)
আৰু েসইকাৰেণ সকেলা k ৰ বােব Bk = k, ak = k আৰু bk = ১। ইয়াত আেবলৰ উপপাদয্ পৰ্েয়াগ কিৰ পাওঁ,

n∑
k=১

k · ১ = n · n−
n−১∑
k=১

k((k + ১)− k) = n২ + n−
n∑

k=১
k · (১).

বা
২

n∑
k=১

k = n২ + n.
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২৪) কৰ্মিবনয্াস পৰ্েয়াগ কিৰ:
এই পৰ্মাণেটা [12] অৰ পৰা েপাৱা ৈগেছ। [০, n−১]×[০, n−১] বগর্েটা দুটা িতৰ্ভুজৈল িবভংগন কৰা হ’ল। িয দুেয়াটা

িতৰ্ভুজ িচতৰ্ ৯ ত েদখুওৱা দেৰ {১, ২} ৰ এক িবনয্াস σ =

(
১ ২
σ১ σ২

)
ৰ বােব xσ১ ≥ xσ২ অসমতাৰ দব্াৰা R২ ত

িদয়া ৈহেছ। মন কৰা েয িচতৰ্ ৯ ত, ৰঙা িতৰ্ভুজেটা σ = ১ অৰ অনুৰূপ আৰু নীলা িতৰ্ভুজেটা σ = (১২) ৰ অনুৰূপ।
σ ৰ অনুৰূপৰ এেকাটা িতৰ্ভুজ এেনদেৰ স্থানান্তিৰত কৰা যােত, েভক্টৰৰ i-উপাংশেটা σ ৰ (ji) inversion-সমূহৰ
সংখয্াই িদব য’ত j < i. ৰঙা িতৰ্ভুজেটা ঠাইেত থািকব (σ = ১) আৰু নীলা িতৰ্ভুজেটা ১ স্থানান্তিৰত হ’ব। দুেয়াটা
স্থানান্তিৰত িতৰ্ভুজৰ জািলকা-িবনু্দসমূেহ (lattice points) n(n+১) টা জািলকা-িবনু্দ দখল কিৰব। িযেহতু পৰ্িতেটা
িতৰ্ভুেজ ১ + ২ + · · ·+ n টা জািলকা-িবনু্দ দখল কেৰ, গিতেক আিম পাওঁ ২(১ + ২ + · · ·+ n) = n(n+ ১).

x১

x২

িচতৰ্ - ৯: এটা বগর্ দুটা িতৰ্ভুজৈল িবভংগন।

েটাকা ১১. এই পৰ্মাণেটা মূলতঃ ১২ নং পৰ্মাণৰ ৈসেত এেক। অৱেশয্, পৰ্মাণেটা এইদেৰ পযর্েবক্ষণ কিৰেল, েকইটামান
সুন্দৰ সাধাৰণীকৰণ েপাৱা যায়। উদাহৰণসব্ৰূেপ, [০, n − ১]৩ ঘনকেটাক ছটা িচমেপ্লক্সৈল (simplex) িবভংগন
কিৰ, িবনয্াসৰ িভিত্তত, মাকর্’ আৰু িলৎিভন’েভ [12] এটা সুন্দৰ পৰ্মাণ িদেছ েয

৬
n∑
i=১

i∑
j=১

j = n(n+ ১)(n+ ২).

২৫) িচমেপ্লক্সৰ জািলকা-িবনু্দত েলেবল:
এই পৰ্মাণেটােৱা [12] ৰ পৰা আিহেছ। ধৰা হ’ল, Sk

n এ Rk ত k-মািতৰ্ক িচমেপ্লক্স বুজায় যাৰ শীষর্িবনু্দ
V০ = (০, . . . ,০) আৰু V i

n = (n − ১, . . . , n − ১,০, . . . ,০), য’ত i = ১, ২, . . . , k আৰু ইয়াত V i
n ৰ

পৰ্থম i টা স্থানাংকত n − ১ থােক। এিতয়া S১
n অক েলাৱা হ’ল, অথর্াৎ যাৰ িবনু্দসমূহ হ’ল V০ = (০) আৰু

V ১
n = (n − ১). এই িচমেপ্লক্সেটা ০ ৰ পৰা n − ১ ৈল এডাল েৰখাখণ্ড মােথাঁ। ইয়াত n টা জািলকা-িবনু্দ আেছ।

এিতয়া, পৰ্িতেটা জািলকা-িবনু্দক দুটা মােনেৰ েলেবল িদয়া হ’ল: i+ ১ আৰু n− i. এই েলেবল িহচােপ ১ অৰ পৰা
n ৈল পৰ্িতেটা সংখয্া দুবাৰৈক থািকব। েসেয়েহ, েলেবলৰ েযাগফলেটা হ’ব ২(১ + ২ + · · · + n). িকন্তু, পৰ্িতেটা
জািলকা-িবনু্দত েলেবলসমূহৰ েযাগফল n+১ আৰু মুঠেত n টা জািলকা-িবনু্দ আেছ, গিতেক মুঠ েযাগফল n(n+১).
েসেয়েহ, ১ + ২ + · · ·+ n =

n(n+ ১)
২ .
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েটাকা ১২. এই পৰ্মাণেটা গাউছৰ েকৗশলেটাৰ এক কিঠন পৰ্ণালী। পৰ্িতেটা জািলকা-িবনু্দত দুটা েলেবল িদয়াৰ
ধাৰণােটাৰ এটা সুন্দৰ সাধাৰণীকৰণ আেছ। যথা, মাকর্’ আৰু িলৎিভন’েভ S২

n িচম্পেলক্সত থকা জািলকা-িবনু্দেবাৰত
িতিনটা মান ধাযর্য্ কিৰিছল যােত িযেকােনা বাস্তৱ সংখয্াৰ েযাৰ a, b ৰ বােব পৰ্মাণ কিৰব পািৰ েয

৩
n∑
i=১

(a i২ + b i) = ((২n+ ১)a+ ৩b) n(n+ ১)
২ .

মন কৰা েয a = ১, b = ০ ল’েল পৰ্থম n টা বগর্ৰ েযাগফলৰ সূতৰ্েটা উদঘািটত হয়।

২৬) বগর্ৰ মডুেলা ৮ অৰ জিৰয়েত:
পৰ্িতেটা পূণর্বগর্ সংখয্াই ৮ অৰ মডুেলা িহচােপ ০ বা ১ বা ৪ ৰ সবর্সম (congruent)। এই উপপাদয্েটাৰ এক
ধৰ্ুপদী িচতৰ্ীয় পৰ্মাণ েলনডাউৱােৰ [8, 9] িদেছ।

উপপাদয্ ১৩. িযেকােনা অখণ্ড সংখয্া n ≥ ১ ৰ বােব,

n২ =

৮tk + ১ যিদ n = ২k + ১, অযুগ্ম;

৮tℓ−১ + ৪ℓ যিদ n = ২ℓ, যুগ্ম.

য’ত tk = ১ + ২ + · · ·+ k.

পৰ্মাণ.

n যুগ্ম n অযুগ্ম
�

এই উপপাদয্েটাৰ এটা অনুিসদ্ধান্ত িহচােপ আিম েদেখাঁ েয (২k+ ১)২ = ৮tk + ১, গিতেক ৪k২ + ৪k = ৮tk.

ই সকেলা k ৰ বােব আিম িবচৰা ফলেটা িদেয় tk =
৪k২ + ৪k

৮ =
k২ + k

২ . (যুগ্মৰ ৈবিশষ্টয্েটা বয্ৱহাৰ কিৰও
ফলেটা পাব পািৰ।)

২৭) এটা িচতৰ্ীয় এৈককী-আচ্ছাদন:
তলৰ িচতৰ্েটােৱ ১+ ২+৩+ · · ·+n েযাগফলেটাৰ ৈসেত {১, ২,৩, . . . , n+ ১} সংহিতেটাৰ ২-উপসংহিতসমূহৰ
সংগৰ্হেটাৰ এটা এৈককী-আচ্ছািদত সম্পকর্ েদখুৱায়। এই নক্সােটা মূলতঃ ৭ নং পৰ্মাণত িদয়া এৈককী-আচ্ছািদত
সম্পকর্েটাৰ বয্াখয্া কৰা িচতৰ্ীয় পৰ্মাণ।
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১

২

৩

...

n

n+ ১

েসেয়েহ, ১ + ২ + ৩ + · · ·+ n =

(
n+ ১

২

)
.

২৮) ২× ২ েমৗলকক্ষৰ জিৰয়েত:
তলৰ পৰ্মাণেটা লাচর্েন [10] এটা পৰ্শ্ন ৰূেপ আগবঢ়াইিছল। িযেকােনা n ∈ N অৰ বােব ধৰা হ’ল Mn =[
১ + ২ + ৩ + · · ·+ n n

n+ ১ ২

]
. এিতয়া েদেখাঁ েয

(Mn ·E)T =

([
১ + ২ + ৩ + · · ·+ n− ১ n

n− ১ ২

])T

=

[
১ + ২ + ৩ + · · ·+ n− ১ n− ১

n ২

]
= Mn−১,

য’ত E =

[
১ ০
−১ ১

]
. মন কৰা েয det(E) = ১, গিতেক সকেলা n অৰ বােব det(Mn−১) = det(Mn).

আেকৗ, আিম েদেখাঁ েয M১ =

[
১ ১
২ ২

]
, যাৰ িনণর্ায়ক (determinant) ০. েসেয়েহ,

(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n) · ২− n · (n+ ১) = det(Mn) = det(M১) = ০,

আৰু ইয়াৰ পৰা ফলাফলেটা েপাৱা যায়।

২৯) জল পৰ্বাহৰ িচতৰ্ৰ জিৰয়েত:
এই পৰ্মাণেটা [10] অৰ পৰা েপাৱা ৈগেছ। তলৰ িচতৰ্ই এটা উৎস S অৰ পৰা এটা জলধাৰােৰ অন্তিবনু্দ T ৈল
পানীৰ পৰ্বাহক েদখুৱাইেছ। S এেৰাঁেত আৰু T ত পৰ্েৱশ কেৰাঁেত n টাৈক জলপথ আেছ। পৰ্িতেটা পথৰ েলেবেল
পৰ্বাহৰ হাৰক বুজাইেছ। T আৰু S অত কৰ্েম েসােমাৱা আৰু ওেলাৱাৰ হাৰ সমান হ’ব লািগব (িযেহতু অকেণা
পানী নষ্ট নহয়)।
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...
...

n
+

১
n+

১

n+ ১

n
+

১

n+ ১

n+ ১

২n

২n
− ২

২n−
৪

২
৪

৬

১

n

n− ১

n− ২

২

৩

n− ২

n− ১

n

১

২

৩

েসেয়েহ, n · (n+ ১) =
n∑
i=১

২i = ২(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n).

৩০) সৰল দূৰদৃিষ্ট িনেক্ষেপেৰ:
পৰ্থেম মন কিৰবা েয, সকেলা i ∈ N অৰ বােব আিম পাওঁ i = i২

২ +
i

২ −
i২

২ +
i

২ =
i(i+ ১)

২ − i(i− ১)
২ .

েসেয়েহ আিম পাওঁ,
n∑
i=১

i =

n∑
i=১

(
i(i+ ১)

২ − i(i− ১)
২

)

=

n∑
i=১

i(i+ ১)
২ −

n∑
i=১

i(i− ১)
২

=

n∑
i=১

i(i+ ১)
২ −

n−১∑
i=০

(i+ ১)i
২

=
n(n+ ১)

২ +

n−১∑
i=১

i(i+ ১)
২ −

n−১∑
i=১

(i+ ১)i
২ =

n(n+ ১)
২ .

েটাকা ১৪. মন কিৰবলগীয়া েয, ই মূলতঃ ১০ নং পৰ্মাণৰ দেৰ এেকই; মােথাঁ কৰ্িমক অযুগ্ম সংখয্াসমূহৰ েযাগফল
বগর্ েহাৱা কথােটা অৱলমব্ন নকৰাৈক।
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৩১) িপকৰ উপপাদয্ৰ জিৰয়েত:
এই পৰ্মাণেটা [10] অত অনুশীলন িহচােপ িদয়া ৈহিছল। আিম পৰ্থেম িপকৰ উপপাদয্েটা মনত েপলাওঁ।
উপপাদয্ ১৫ (িপক). ধৰা P এটা জািলকা বহুভুজ (lattice polygon) (ই ৈহেছ অখণ্ড জািলকা-িবনু্দত শীষর্িবনু্দ
ৈল এেকাটা বহুভুজ)। P ৰ কািল A, তলত িদয়া দেৰ েপাৱা যায়,

A = I +
B

২ − ১,

য’ত I ৈহেছ P অন্তভর্াগত থকা জািলকা-িবনু্দৰ সংখয্া আৰু B ৈহেছ P ৰ সীমাত থকা জািলকা-িবনু্দৰ সংখয্া।

উপপাদয্েটা পৰ্েয়াগ কিৰবৈল আিম, িযেকােনা n অৰ বােব িচতৰ্ত েদখুওৱা দেৰ (০,০), (০, n), আৰু (n+১,০)
শীষর্িবনু্দ যুক্ত িতৰ্ভুজেটা লওঁ।

(n+ ১,০)

(০, n)

ইয়াত ১+২+৩+ · · ·+(n−১) টা অন্তৱর্তর্ী িবনু্দ (নীলা) আেছ। আৰু (n+১) টা িথয় সীমাৰ িবনু্দ, (n+২)
টা অনুভূিমক সীমাৰ িবনু্দেৰ মুঠেত (n + ১) + (n + ২) − ১ = ২n + ২ টা সীমা িবনু্দ (ৰঙা) আেছ। তােৰাপিৰ,
িতৰ্ভুজেটাৰ কািল n(n+ ১)

২ . গিতেক, িপকৰ উপপাদয্ৰ দব্াৰা আিম পৰ্েয়াজনীয় ফলেটা পাওঁ েয

n(n+ ১)
২ = ১ + ২ + ৩ + · · ·+ (n− ১) + ১

২(২n+ ২)− ১ = ১ + ২ + ৩ + · · ·+ (n− ১) + n.

৩২) অয়লাৰৰ উপপাদয্ৰ জিৰয়েত:
এই পৰ্মাণেটােৱা [10] অত অনুশীলন িহচােপ িদয়া ৈহিছল। সমতলীয় েলখৰ (েকােনা দুডাল বাহুেৱই পৰস্পৰ
কটাকিট নকৰাৈক সমতলত অংকন কিৰব পৰা েলখ) বােব উত্থাপন কৰা অয়লাৰৰ বহুফলক সূতৰ্েটা আিম পৰ্থেম
মনত েপলাই লওঁ।
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উপপাদয্ ১৬ (অয়লাৰ). ধৰা G এটা সসীম সমতলীয় েলখ, যাৰ v টা শীষর্িবনু্দ, e ডাল বাহু আেছ আৰু িসহঁেত
সমতলখনক f খন পৃষ্ঠৈল ভাগ কেৰ (বাহুসমূেহ আগুিৰ থকা অংশেটা আৰু বিহভর্াগৰ অসীমৈলেক জুিৰ থকা
অংশেটা ধিৰ)। েতিতয়া,

v − e+ f = ২.

এিতয়া, পুনৰ মনত েপেলাৱা েয িযেকােনা k ৰ বােব আিম ধিৰিছেলাঁ tk = ১ + ২ + ৩ + · · ·+ k.

←→

িচতৰ্ - ১০: পূণর্বগর্ সংখয্াৰ এটা িতৰ্ভুজীয় পৰ্িতৰূপক (ইয়াত ৫২ = ২৫ টা কু্ষদৰ্ িতৰ্ভুজ আেছ) েলখ Gn ৈল ৰূপান্তৰ (েযিতয়া
েনিক n = ৫)।

←→ ←→

িচতৰ্ - ১১: Gn অত 3tn টা বাহু থকাৰ এটা িচতৰ্ীয় পৰ্মাণ (৩tn এ জুইশলা কািঠৰ সংখয্া বুজাইেছ) [4].

পূণর্বগর্ সংখয্াসমূহক অযুগ্ম সংখয্ক িতৰ্ভুজৰ শাৰীেৰ এটা িতৰ্ভুজীয় সজ্জাত পৰ্কাশ কৰাৰ এটা ধৰ্ুপদী িচতৰ্ীয়
ৰূপ িচতৰ্ ১০ অৰ বাওঁিপেন েদখুওৱা ৈহেছ ([1] েচাৱা)। তাৰ পাছত, িচতৰ্ ১০ অৰ েসাঁিপেন িযেকােনা n অৰ বােব
অনুৰূপ Gn েটা েদখুওৱা ৈহেছ। স্পষ্টভােব, Gn েলখেটা ৈহেছ tn+১ শীষর্িবনু্দ যুক্ত এটা সমতলীয় েলখ। এই
েলখেটা পূণর্বগর্ সংখয্াক পৰ্কাশ কৰা এটা পৰ্িতৰূপ িহচােপ ই বুজায় েয ই সমতলক n২ + ১ খন পৃষ্ঠত ভাগ কেৰ।
Gn অৰ বাহুসমূহৰ সংহিতেয় এিবধ িবখয্াত সংখয্াৰ থূপক বুজাইেছ যাক জুইশলা কািঠ সংখয্া বুিল জনা যায়। িচতৰ্
১১ এ েদখুৱাইেছ েয Gn েলখেটাৰ বােব জুইশলা কািঠ সংখয্াসমূহ ৩tn এ িদব, েসেয়েহ Gn অৰ ৩tn টা বাহু
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আেছ। গিতেক, Gn েলখত অলয়াৰৰ সূতৰ্ পৰ্েয়াগ কিৰ, য’ত v = tn+১, e = ৩tn আৰু f = n২ + ১, আিম পাওঁ,

tn+১ − ৩tn + n২ + ১ = ২.

আেকৗ tn+১ = ১+২+৩+· · ·+n+(n+১) = tn+(n+১) েহাৱা বােব আিম পাওঁ tn+(n+১)−৩tn+n২+১ =

২, েসেয়েহ, −২tn + n২ + n = ০ বা n২ + n = ২tn. এিতয়া ২ েৰ হৰণ কিৰ আিম ফলাফলেটা পাম।

৩৩) িভেয়টাৰ সূতৰ্ৰ জিৰয়েত:
মেৰেণা আৰু গািচর্য়া-কাবািলেয়ৰ’এ [13] িভেয়টাৰ সূতৰ্ পৰ্েয়াগ কিৰ তলৰ পৰ্মাণেটা িদিছল। ধৰা হ’ল, p(x) =

anx
n+ an−১xn−১ + · · ·+ a১x+ a০ এটা বহুপদ ৰািশ, য’ত an ̸= ০. ধৰা p(x) অৰ n টা মূল (জিটল সংখয্া

হ’ব পােৰ আৰু পৃথক পৃথক েহাৱােৰা পৰ্েয়াজন নাই) হ’ল r১, r২, . . . , আৰু rn. েতিতয়া, p(x) অৰ মূল আৰু
সহগসমূহৰ সম্পকর্ত িভেয়টাৰ সূতৰ্সমূহৰ এটাৰ মেত,

− (r১ + r২ + · · ·+ rn) =
an−১
an

. (৪)

এিতয়া, িযেকােনা ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্া n অৰ বােব, Pn(x) বহুপদ ৰািশেটা েলাৱা হ’ল,

Pn(x) =

n∏
i=১

(x− i) = (x− ১)(x− ২) · · · (x− n).

স্পষ্টভােব, Pn অৰ মূলসমূহ ৈহেছ ri = i য’ত ১ ≤ i ≤ n. তদুপিৰ, মূলসমূহৰ মধয্িবনু্দ ৈহেছ n+১
২ , আৰু

িযেহতু মূলসমূহ মধয্িবনু্দ সােপেক্ষ পৰ্িতসম (symmetric), গিতেক আিম েদেখাঁ েয

Pn

(
n+ ১

২ + x

)
= (−১)nPn

(
n+ ১

২ − x

)
.

ইয়াৰ িভিত্তত আিম Qn বহুপদ ৰািশেটা লওঁ েয,

Qn = Pn

(
n+ ১

২ + x

)
.

ওপৰৰ পৰা আিম পাওঁ েয, েযিতয়া n যুগ্ম েতিতয়া Qn যুগ্ম; এেকদেৰ, েযিতয়া n অযুগ্ম েতিতয়া Qn অযুগ্ম।
গিতেক, পৰ্িতেটা েক্ষতৰ্েত, েযিতয়া Qn(x) = anx

n + an−১xn−১ + · · · + a১x + a০ য’ত an ̸= ০, েতিতয়া
আিম পাবই লািগব েয an−১ = ০ (নহ’েল বহুপদ ৰািশেটা যুগ্ম বা অযুগ্ম নহ’ব)। এিতয়া, যিদ আিম ধেৰাঁ েয si

এ Qn অৰ i তম মূল বুজাইেছ, েতিতয়া n+ ১
২ + si = ri = i িযেটা Pn অৰ অনুৰূপ মূল। Qn অত িভেয়টাৰ

সূতৰ্ (সমীকৰণ (৪)) পৰ্েয়াগ কিৰ আিম পাওঁ েয

০ =
০
an

= −(s১ + s২ + · · ·+ sn).
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এইেটা পৰ্েয়াগ কিৰ আিম পৰ্েয়াজনীয় তলৰ ফলাফলেটা িনণর্য় কিৰব পােৰাঁ,

(১ + ২ + ৩ + · · ·+ n) =

n∑
i=১

ri =

n∑
i=১

(
n+ ১

২ + si

)
= n · n+ ১

২ +

n∑
i=১

si =
n(n+ ১)

২ + ০.

৩৪) ক’িচৰ ফলনীয় সমীকৰণ বয্ৱহাৰ কিৰ:
ক’িচেয় পৰ্মাণ কিৰিছল েয, েকােনা এটা ফলন f : Q → Q য’ত সকেলা x, y ∈ Q ৰ বােব f(x + y) =

f(x) + f(y) হয়, েতেন্ত সকেলা r ∈ Q ৰ বােব f(r) = f(১)r.

ধৰা হ’ল, S(n) = ১ + ২ + . . .+ n. েতিতয়া,
S(m+ n) = ১ + ২ + . . .+m+ (m+ ১) + (m+ ২) + . . .+ (m+ n)

= S(m) + S(n) +mn.

ধনাত্মক অখণ্ড সংখয্াৰ বােব সংজ্ঞািয়ত কৰা এই ফলনেটা েলাৱা হওক, f(n) = S(n)− ১
২n

২. েতিতয়া,

f(m+ n) = S(m+ n)− ১
২(m+ n)২

= S(m) + S(n) +mn− m২

২ −
n২

২ −mn

= f(m) + f(n).

গিতেক, f(n) েটা ক’িচৰ ধৰণৰ। েসেয়েহ, f(n) = f(১)n. গিতেক,

S(n)− n২

২ = f(n) = f(১)n =
n

২ .

ইয়াৰ পৰা েপাৱা যায় েয S(n) =
n(n+ ১)

২ .

েটাকা ১৭. এই পৰ্মাণেটা িদব্তীয় সহ-েলখকক হ’েচ লুইচ েচেৰেচদাই িদিছল। এই পৰ্মাণেটা আৰু উচ্চ ঘাতৰ বােব
সাধাৰণীকৰণসমূহ [15] অত সিন্নিবষ্ট ৈহেছ।

৩৫) ষ্ট’ল্ জ-িচজােৰা উপপাদয্ বয্ৱহাৰ কিৰ:
কােঙ [7] কৰা তলৰ পৰ্মাণেটা আমাক হ’েচ লুইচ েচেৰেচদাই পৰ্দান কিৰিছল।

উপপাদয্ ১৮ (ষ্ট’ল্ জ-িচজােৰা উপপাদয্). ধৰা হ’ল, {an} আৰু {bn} বাস্তৱ সংখয্াৰ দুটা অনুকৰ্ম। যিদ bn ধনাত্মক,
পৰ্খৰভােব কৰ্মবধর্মান, অনাবদ্ধ (unbounded), আৰু

lim
n→∞

an − an−১
bn − bn−১

= ℓ,

েতিতয়া,
lim

n→∞
an
bn

= ℓ.
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এিতয়া এই অনুকৰ্ম দুটা েলাৱা হওক: an = ১ + ২ + . . .+ n, আৰু bn = n২. মন কৰা েয

lim
n→∞

an − an−১
bn − bn−১

= lim
n→∞

n

২n− ১ =
১
২ .

গিতেক, ষ্ট’ল্ জ-িচজােৰা উপপাদয্ মেত,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

১ + ২ + . . .+ n

n২ =
১
২ .

এিতয়া, এইেটা অনুকৰ্ম েলাৱা হওক: sn = an −
১
২n

2. েতিতয়া,

sn − sn−১ = n− n২

২ +
(n− ১)২

২ = n+
−২n+ ১

২ =
১
২ .

গিতেক,

lim
n→∞

sn − sn−১
n− (n− ১) = lim

n→∞

১
২
১ =

১
২ .

ষ্ট’ল্ জ-িচজােৰা উপপাদয্ মেত,
lim

n→∞
sn
n

=
১
২ .

এিতয়া ধৰা হ’ল, rn = an −
n২

২ −
n

২ , েতিতয়া,

rn − rn−১ =
১
২ −

n

২ +
n− ১

২ = ০.

েসয়েহ, েকােনা কৰ্মবধর্মান অনুকৰ্ম bn অৰ বােব, িযেটা অসীমৈল যায়, আিম পাওঁ েয

lim
n→∞

rn − rn−১
bn − bn−১

= lim
n→∞

০
bn − bn−১

= ০.

ইয়াৰ পৰা েপাৱা যায় েয,
lim

n→∞
rn
bn

= ০.

ইয়াৰ অথর্ ৈহেছ rn েটা এটা ধৰ্ুৱেকেৰ পিৰবদ্ধ (bounded)। ই বুজায় েয, েকােনা ধৰ্ুৱক C ৰ বােব∣∣∣∣an − n২

২ −
n

২

∣∣∣∣ ≤ C . তদুপিৰ, িযেহতু rn − rn−১ = ০, গিতেক অনুকৰ্ম an আৰু অনুকৰ্ম cn =
n২

২ +
n

২
দুেয়াটাই এেকটা েপৗনঃপুিনক সম্পকর্ মািন চেল, যথা an = n+an−১ আৰু cn = n+cn−১. িযেহতু a০ = c০ = ০,
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গিতেক িসহঁত এেকটাই অনুকৰ্ম হ’ব লািগব। েসেয়েহ, an =
n২

২ +
n

২ .

েটাকা ১৯. [7] অত কৰা দেৰ এই পদ্ধিতেটা উচ্চ মাতৰ্াৰ বােব সাধাৰণীকৰণ কিৰব পািৰ।
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